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N * Vorwort. 

Nach langerer Pause, welche durch meinen Ubergang in ein neues 
Lehramt bedingt wurde, folgt auf das zweite Heft der Theorie des 
Kreisels (erschienen 1898) nunmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsiehtigt war, den SchluB des Werkes; es zeigte sich 
namlich, daB sich der Stoff auBerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemaB dem urspriinglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen des Versuches oder 
auf die mannigfachen Fragestelliingen der verschiedenen an der Kreisel- 
theorie interessierten Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellung gekonrmen; die 
teclmischen und physikalischen Anwendnngen yerbleiben fur 'em viertes 
(letztes) Heft. 

Wahrend sich der Beginn der vorliegenden Lieferung inhaltlich an 
die vorangehenden Kapitel anlehnt und in ein em Nachtrag zu Kap. VI 
den auf der Horizontalebene spielenden Kreisel behandelt (durch Nahe- 
rungsrechnungen mit stronger Fehlerabschatzung), geht der Inhalt des 
Kapitels VII wesentlich fiber den Kreis derjenigen Problenie hinaus, 
welche in der analytischen Mechanik idealer Mechanismen behandelt zu 
werden pjGlegen. Hier werden die allgemeinen Erfahrungen tiber die 
Wirkung der Reibungsemniisse dargestellt und ini Anschlussc daran die 
Heibung ini Stiitzpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
richten der Kreiselaxe, ausfuhrlich diskutiert. Da einerseits die er- 
fahrungsmaBigen Grundlagen fiir den Ansatz der Reibungsprobleme 
nicht sehr sicher sind, da andrerseifcs die mathematischen Schwierig- 
keiten bei der strengen Durchfiihrung des Ansatxes sehr groB sein 
wiirden, so wird die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege, mit 
Zuhilfenahme von Vernachlassigungen und Niiherungsmethoden clurch- 
gefiihrt, wie solche bereits an friiheren Stellen der Kreiseltheorie wieder- 
holt empfohlen wurden. Die Schiirfe dieser Methoden reicht voliig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behalt: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein.klares qualitatives und ein 
innefhalb der Fehlergrenze der Beobachtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Neben. der Eeibung iin Stutzpunkte werden als 



weitere, die ideale Kreiselbewegung entstellende Ursachen der Luft- 
widerstand, die Elastizitat des Kreiselmaterials und der Unterlage be- 
riicksichtigt. Hierbei waren zum Teil bereits die Riicksichten auf spatere 
Anwendungen inafigebend, zum. Teil sollten diese Untersuehungen als 
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen Erscheinungen oder, vrie es 
hier gelegentlich ausgedriiekt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im 
Gfegensatz zur himmliBchen Mechanik, in welcher die hier behandelten 
Einflusse meist nicht in Betracht kommen, oder zur reinen analytischen 
Mechanik ; in welcher solche Einfltisse zu G-unsten der Eleganz der 
mathematisclien Entwickelung gewohnlich vernachlassigt werden). In 
einem Nachtrag zu diesem Kapitel wird sodann, unter Hiozuziehung 
von Beobachtungsmaterial, die Behandltmg des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit Rucksiehi auf die Reibung erglinzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendungen. der Kreiseltheorie, in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klassischen Problemen der Pracession und der dureh die 
Mondbewegiing erzwungenen Nutation konnten fuglich neue Ergebnisse 
nictt beigebracht werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
schopfend bebandelt worclen, dafi die vorliegende Darstellung lediglich 
darauf liinzuzielen' hatte, die filr den JSTiclitfachmann nicht immer durch- 
sichtige Darstellungsweise der Astronoinen durch ein anschaulielieres 
Verfahren zu ersetzen. Das Mittel hierzu bofc eine Methode von GauB 
zur Storungerechnung, welch e hier nach verschiederien Richtungen aus- 
gebaut wird. 

Im Gegensat/ hierzu sind die in deni geopbyaikalischen Absehnitt 
untersuchten Probleme zum Teil jungsten Datums. Es handelt sich 
hier namentlich um die freien Nutationen der Erdaxe, deren Periode 
von Chandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol- 
schwankungen fiberhanpt. Sowohl in der Baratellung des objektiven 
Sachverhaltes wie in der Erklarung desselbeu diirfte die hier gebotene 
Behandbmg entseliied OTHJ Fortschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Prage wurden bei der Erklarung der vierzehn- 
monatlichen Chandlerscheu Periode auch die erforderlichen Hilfssatze 
aus der Hydvodynamik und der Elastizitatsfcheorie aufgenommen und 
auf vereinfiichtein Wege bewiesen. Ferner wurde zur Erklarung der 
jahrlichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
schen Massentransporte entwickelt, wobei sich abermals die in den 
friiheren Heften betonte Impulsthoorie und die freiere, begriffliche Auf- 
fassung der dynamisehen Diiferentialgleichungen ale besonders frucht- 
bar er^ies. Den SchluB des geophysikalischen Abschnittes bildet die 
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. Besprechung der beriihmten Foucaultschen Kreiselversuehe zum Nachweis 
der Erdrotation. Hier kam es einerseits darauf an, unnotige mathema- 
tische Schwierigkeiten auszuschalten, weiche in den alteren Darstellungen 
der Foucaultschen. Versuche eineu breiten Raum einnehmen, andererseits 
die storenden Einfliisse hervorzukeliren und ihrer GroBenordnung nach 
abzuschatzen. 

Auf Wunsch. meines hochverehrten Lehrers F. Klein habe icb. 
schliefilich darauf hinzuweisen, daB ich bei der Abfassung dieses Heftes 
noch in weit hoherem Grade wie bei den vorangehenden Heften iiber 
den Inhalt der urspriinglichen, von Herrn Klein gehaltenen Uniyersitats 
vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel VII gegebeneu Aus- 
fiihrungen zui 1 Meckanik der storenden Einfliisse waren in jener Vor- 
lesnng nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die hierzu er- 
forderlichen Integrations- undNaherungsmethoden (auch in clem Naehtrag 
zu Kap. VI) sowie alle Einzelresultate ruhren von mir allein her. Was 
die aatronomischen Anwendangen betriift, so erkannte Herr Klein die 
Vorzftge des GauBischen Verfahrens, aach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Pracessionsproblem behandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen- 
maBige habe icb dagegen von mir aus hinzngefiigt. Von dem Problem 
der Polschwankungeii war in jener Vorlesung iiberhaupt uicht die Rede ; 
sodaB die hier gebofcenen etwaigen Fortschritte (Kap. VIII 8) 
als mein Bigentum zu betrachten sind. Fiir die Auffassung der Foucault- 
schen Versuche waren die CJrundlinien bereits von Herrn Klein vor- 
gezeiclinet, 

Im fibrigen betoue ich gern, da8 mir das fortgeaetzte Interease, 
welches Herr Klein an der Weiterfuhrung des Werkes genommen hat, 
sowie die inancherlei Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen 
und bei der Korrektur zukonnnen lieB, meine eigene Arbeit wesent- 
lich erleichtert haben. Ferner habe ich den Herr en Schwarzschild 
und Wiechert sa danken ftir viele wertvolle Nachweise und Berichti- 
gungen au den astronomischen und geophysikalischen Gegenstanden. 

Moge das vorliegende Heft nicht mir dem Mathematiker und Physiker 
von Nutzen $&*&, der die Mechanik urn ihrer selbst willen treibt und an 
der Hand des hier so eingehead ausgefuhrten Beispiels zu einein tieferen 
und lebendigeren Verstandnis der Wissenschaft vordringen will, sondern 
moge dieses sowie das folgeade Heft auch von den Vertretent der Astro- 
nomie, der Geophysik und der Technik gern zu Kate gezogeu werden, 
so oft dieselben auf ihrem besonderen Gebiete niit der Theorie der 
Kreiseiwirkungea in Beriihrung kommen! 

Aachen, irn Juli 1903. A. SomiaerfeidL 



Anhang zu Kapitel VI 
10. Der auf der HoriBoatalebene spielende Kreisel. 

Als Gregenstflck zur Theorie des Kreisels mit festem Stiitzpunkte 
soli die Bewegnng des Kreisels mit horizontal beweglichem Stiitzpunkte 
anhangsweise behandelt werden., also diejenige Bewegung, an welcke 
Erwachsene und Kinder in erster Liuie bei dem Worte ,,Kreisel- 
bewegung" denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsicht 
langc nicafc so vreit zu gehen, wie bei dem vorigen Probleme, sondern 
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares Bild von dem qualitativen 
Charakter der Bewegung enfcwerfen konnen. Dies gelingt ? mit Um- 
gebung aller analytiscken Schwierigkeiten ; welclie sonst auffcreten wiirden, 
wenn wir mit legrenzter Gcnawiglceit recbnen wie solches im Kap. IV ? 
9 empfohlen wurde. Wollen wir die Bewegung nur mit derjenigen 
Scbarfe feststellen, wie sie etwa die mit bloisem Auge angestellte 
Beobachtung eines gcwohnlichen Kreisel-Spielzeugs., ohne besondere 
Verfeinerung der Beobacntungamittel und obne sorgsame Ausscnaltung 
von Storuiigsursacbeli liefert, so konnen wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begntigen. Votn mathematischen Standpunkte 
ist offenbar aucb eine grobe Kaherung logisch befriedigend ; sofern wir 
dc,n lei unsercr Rechnung zugdassenen FeMer absclidtssen konnen. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen wiirde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
stabes far die anzustrebende Gonauigkeit, wertlos scbeinen, durch 
Heranziehiing holierer analytiscber Hiilfsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Rechnung weiter zu verfeinern. 

Vou der den Kreisel tragenden Ebene werden wir yoraussetzen, 
dafs sie voUJcommcn glatt, also reibungsios sei ; da wir auf die Wirkung 
dor Koibung im nachsten Kapitei zuriickkommen. Der Gegendruck 
der Sbene, die Reaktion H derselben gegen den Kreisel ? ist dann 
senkfecht gegen die Ebene, also verfcikal gericbtet. Da der Stiitzpunkt 
niclit niebr so selir wie bei dem friikeren Problem ein geometrisch 
ausgezeicbneter Punkt ist, werden wir nioht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt S zum Bezugapunkte im 
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514 VI. Aniang. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 

Sinne von Kap. II, 2 wahlen. Die VerbmdungBlinie 05 heifet 
friiher die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale fr. Die Ent- 
fernung OS werde mit E, die Gesamtmasse des Kreisels mit M \>e>- 
zeichnet. Es werde abkurzend P=M$E gesetzt, so dafs P wie 
friiher das Moment der Schwere urn die zur Figurenaxe senkrechte- 
horizontale Axe durch bei horizontals Lage der Figurenaxe be- 
deutet. Wir nehmen, worin keine wesentliche Spezialisierung liegfc, 
der Kurze wegen an, dafs das fur den Schwerpunkt konstruierte Trag:- 
heitseUipsoid eine Rugd sei; der alien Axen durch 5 gemeinsame Werfc 
des Tragb.eitsmomentes heifse A. 

Als aiifsere Krafte kommen, da wir die Reibung vernachlassigen, 
nur die Schwere Mg und der Gegendruck E in Betracht, desser*- 
Grofse sich aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential J 
Schwere ist (bis auf eine willkiirliche Konstante) 

== P cos-S', 
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die vertikale Koordinate des Sehwerpunktes in deiw. 
in Figur 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen liefert 
der Gegendruck E zur potentiollen Energie keinen Beitrag, da er koine 

Arbeit leistet, sondern senkreckfc 
gegen die Bewegung seines An- 
grififspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seita liefert die Schwere in unserem 
Bezugspunkte S kein Drehmomerit^ 
wahrend der Gegendruck zu einem 
Drehmomente Anlafs giebt, welches 
die jjKiiotenlime" zur Axe hat, also 
diejenige Linie, welche sowohl auf 
der Vertikalen wie auf der Figureti- 
axe senkrecht steht. 
Wir fassen wie tiblich die aufseren Krafte zu einer Einzelkrafl- 
und einer Drehkraft (Kr'aftepaar) hinsichtlich des Bezugspunktes St 
zusammen. Nach dem eben Gresagten ist die Einselhraft lestcmdif/ 
vertikal gericktet und gleicfi M Mg. Die Axe der Dreiikraft liegt 
dauernd horizontal und senkrecht zur Figurenaxe; der Grofse nacb ist 
sie gleich dem Momente von E urn S. 

Die wichtigsten Aufschlusse fiber den Verlauf der Bewegung lieferfc 
uns hier wie iiberall unser Impulssatz aus Kap. II, 5, welcher una 
in anscheulicher Weise die Schwerpunkts- und Flachensatze zusammaja- 
fafst. Der Impuls zerlegt sich hier ebenfalls in zwei Bestandteile, den 
Mnzelimpuls (oder Schiebestofs) und den D-rehimpuls (oder Drehatofs). 
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Die Komponenten des ersteren nack den im Raume festen Koordinaten- 
axen x,y,0 werden wie friiher mit [X], [F], [Z], die Komponenten des 
letzteren mit I, m } n bezeicknet. Wir werden auck die Komponenten 
L, M, N des Drekimpulses nack einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system notig kaben, dessen Anfangspunkt der Sckwerpunkt und dessen 
Z-Axe die Figurenaxe ist. 

Nack dem angezogenen Impulssatze iat nun die Anderungsgesckwin- 
digkeit jeder Komponente des Einzelimpulses und des Drehimpulses 
gleick dem augenblicklicken Werte der entspreckenden Komponente 
der Einzelkraft und Drehkraft. Aus dem, was wir iiber Bicktung 
und Axe dieser letzteren bemerkten ; folgt aber, dafs die Horizontal- 
Jcomponenten des Eimzelimpulses wnd die Vertikdlkomponente des Dreh- 
impulses wahrend der Bewegung Constant Ueiben; die dufseren Krafte 
IteeinflMSsen nur die Vertikalkomponente des Sckiebestofses und die Hori- 
zontallwmponenten des Drehstofses. 

In Zeichen heii'st dieses 

(2) [X] == const., [Y] = const., n = const, 

Da nach. pag. 102 [X] f [Y] und \Z\ den betreffenden Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten proportional sind ([X] = MX' etc.)^ so sagen die 
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dafs die Horizontalprojektion des 
Scnwerpunktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit durch- 
lauft. Naturlicb. steht und fallt dieses Eesultat mit der Annanme, 
dafs im Stiitzpunkt keine Reibung auffcrete. 

Nehmen wir den Impulssatz fiir die dritte Komponente des 
Scniebestofses (bez. den entsprechenden Scnwerpunktssatz) hinzu, so 

ernalten wir: 

d[Z] -o ,, 
-y - E - Mg. 

Diese Gleichung konnen wir als Bestimmungsgleichung der Realdions- 
kraft auffassen; indem wir far [Z\ den Wert Mis' eintragen, ergiebt sich 

(3) E - Mis" + Mg. 

Aufser der Gleichung n = const, bestekt auck kier die Gleickung 

(4) N ' const., 

wie wir aus dem ? ,raodifizierten Impulssatze" lib Ton pag. 145 sckliefsen. 
Naok diesem Satze ist namlick die Anderungsgesckwindigkeit des Drek- 
stofses relativ zwni Korper nack Axe und Grrofse gleick dem Drek- 
moment der aufseren Krafte vermekrt um die resultierende centrifugale 
Drebkraft (vgl. pag. 144). Letztere versckwindet beim Kugelkreisel 
scklecktweg, die Axe des ersteren stekt nickt nur auf der Vertikalen, 
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PIT" sondern auch auf der Figurenaxe senkrechfe. Infolgedegsen ist die 

Inderungsgeachwindigkeit der Drehstofskomponente N nach der Figuren- 
axe glejch Null und dieae Komponente selbst konstant, 

Endlich uehmen wir noch den Satz der lebendigen Kraft J-f V** ?* 
hinzu. T setzt sich hier aus zwei Teilen zusammen, aus der leben-. 
digen Kraft der DreWbeweguug r^und aus der der fortschreitenden 
Bewegung T,-. Die letztere drttckt sich durch die Sohwerpunkts- 
geschwindigkeiten aus und ist 



Wir fdhren, wie beim Kreisel toit festem Punkte, die Abktirzung 

(5) 

ein tmd liaben Bach Figur 68 



Bedenken wir nook, dafs die Oescliwmdigkeitskomponenten of lind y 
Konstante sind, so kb'nnen wir die beiden ersten Glieder von r a mit 
der Konstanten h vereinigt deEken und diese GUieder unterdriicken. 
Wir schreiben daher einfacher 



Die lebendige Kraft der Drekbewegung T t unterscheiclet sich in 
nichts von der lebendigen ICraff; des Kreisels mit festem Stutzpunkte. 
Der Ausdruck derselben durcH- die Gr6fse u = cos ft wurde bereits 
pag. 222 entwickelt. Er lautet, fur den Kugelkreisel spezialisiert: 



Indem wir noch fiir F den Ausdruck (1) F*= Pu benutzen, schreiben 
wir die Gleichung der lebendigen Kraft folgendermafsen: 

A 



Da nach (2) und (4) w und N Konstante sind, Hefert uua die 
vorstehende Gieichung eine Beziehung zwischen u und ' bez. zwischen 
w und i f aus weleher die wechselnden Keigungen der Figurenaxe gogen 
die Vertikale als Funktion dier Zeife entnommen werden konnen. Wir 
rechnen, "indem wir auf gleichen Neriner bringen, zuaachst t*' a aus und 
erhalten w' 8 * U, mit Binffihi-ung der Abkurzung 27 



n 



M J$ liedeutet dabei das Tragheitsmoment dbr im Schwerpunkte 
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konzentriert gedachten Gesamtmasse M urn eine zur Figurenaxe senk- 
rechte Gerade durch 0. Es folgt nun: 



(8) 



dt 



odor 



Wir wollen sogleich eine entsprechende Darstellung fiir den Winkel 
$ geben, den die Knotenlinie des Kreisels mit einer beliebigen festen 
horizontalen Geraden bildet. (Den dritten Eulerschen Winkel 9) werden 
wir im Folgenden nichfc explizit notig haben.) V bestimmt sich nacli 
pag. 222 Gleichung (4) aus: 

'c?il> n NCOB& 



also wenn wir wie vorher cos -8 1 = u setzeii, aus 

dty n - Nw 

~dJ ** Zof-w 1 ) ' 

Wir integrieren, indem wir dt nach Gl. (8) durch du ausdriicken und 

erhalteu: 

(8') j> rn ~ Nu d 



Die in den Gleiclrangen (8) trad (8') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die schon von Poisson*) herrdhrt, vergleichen wir zunachst 
mit der entsprechenden Darstellung, die friiber (pag. 223) fur den 
Kreisel mit festem Punkte entwickelt wurde. Ee zeigt sicli dabei 
einerseits eine grofae Analogie der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
seits, dafs der Atisdmek von U jetzt etwas komplizierter ist wie friiher. 

Wabrend der frtihere Ausdruck U drei Nullstellen und eine Tln- 
endlichkeitsstelle besafs, hat miser jetziges U drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte von u, fiir die der Z'abler verschwindet) und drei Un- 
endlichkeitsstellen (namlich den Wert w=-oo und die Werte ? fiir die 
der Nenner verschwindet). 

Aus der Analogie der jetzigen und der frfihoren Formeln folgt 
unaiittelbar, dafa ein Teil unserer friihereE Resuitaie ungeaudert be- 
stehen bleibt. So konnen wir z. B. den Beweis fU-r die ,>Periodizitats- 
eigenschaften der Bewegung", von denen frfiher die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar iibertragen, indem wir die Schliisse von 
Kap, IV, 4 wortlich wiederholen. Es anderfc sich also t und ^ jo 
um einen bestimmteii Zuwache, namlich urn eine sog. w Periode", wah- 

*) Vgl. Poiseon^ TraiW de M^canique H, Nr. 434 ff. 
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rend die Integrationsvariable u zwischen denjenigen beiden Wurzel- 

werten e und e, von U bin- und hergefuirt wird, die im Intervalle 
1 und + 1 liegen. 

Diese Periodizitat tritt besonders deutlich in der Bahnkurve her- 
vor, die der Stutzpunkt auf der tragenden Horizontalebene beschreibt 
und die jetzt passend an die Stelle der in Kap. IV betrachteten Bahn- 
kurven tritt. Wir konnen obne Beeintrachtigung der Allgemeinheit 
annehmen, dafs die Projektion S' des Schwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebene festliegfc, dafs also die horizontals konstante Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im beaonderen den Wert Null hat. (Im anderen Falle 
brauchten wir in der Horizontalebene nur statt eines festen ein mit 
der korizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichformig fortschrei- 
tendes Axenkreuz zu Grunde zu legen; die im folgenden zu zeichnende 
Figur wiirde dabei in Richtung dieser Geechwindigkeit in leicht er- 
sichtlicker Weise auseinandergezogen werden.) Unter dieser Annahme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte ^S" errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Bahnkurve zieht sich zwischen awei 
j konzentriscken, uni den Punkt 8' beschriebenen Kreisen hin und her, 

die den beiden Neigungen cos-9' = e und cos<9 i = e t der Figurenaxe 
enteprechen. Aus den genannten Periodizitatseigenschaften folgt dann, 
dafs die aufeinander folgenden B6gen der Bahnkurve zwischen den 
beiden Kreieen e Q und e wechselweise symmetrisch und kongruent 
verlaufen. Zur quaiitativen Yeranschaulichung der Bahnkurve konnen 
direkt die friiheren Figuren aus Kap. IV, 1 und 2 in sinngemiifser 
Modification dienen; fiir einen besonderen und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen. und 
die soeben angedeuteten tJberlegungen im Einzelnen durchfilhren. 

Andererseits wiirde die verschiedene Bauart unseres U iin jetzigen 
und friiheren Falle auch manche Unterschiede in der weiteren analy- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (8') ; da sie um einen Grrad komplizierter sind wie die 
friiheren elliptischen Integrale, als Jiyp&relliptisclie. Der Unterschied 
beider zeigt sich besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
wollten, unsere Grofsen u und ifr als Funktionen der Zeit fiir alle 
(auch die komplexen) Werte von i darzustellen*). Es iat aber nichfc 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 

*) u und ip sind im Komplexen uicht mehr eindeuiage Funktionen von , 
wrolil aber lassen sich, wie man in der Theorie der sog. automorphen Funktionen 
zeigt, u t i/> und t fur den ^ganzen komplexen Wertebereicli durch eine Hulfe- 
variable eindeutig darstellen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical theory 
of the Top. Princeton Lectures. New York. 1897, insbes. den letzten Abachnitt. 
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einzugehen. Fur die numerische Beherrschung der Kreiselbewegung 
im Reellen, die doch allein unser Zweck sein kann, wurde bei dem 
gegenwartigen Stande der Theorie auf diesem Wege nichts gewonnen 
werden. Eher wurde sich hierfiir ein Verfahren empfehlen, welches 
Weierstrafs*) in allgemeinen Ziigen fiir alle ahnlichen Problems 
entworfen hat und welches darauf abzielt, u als Funktion von t durch 
eine trigonometrische Reihe mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. 
Indessen konnen wir aucli von den hierdurch bedingten, immerhin 
ziemlich umstandlichen Rechnungen absehen, da wir uns, wie oben 
begriindet wurde ; mit einer geringen Genauigkeit begniigen werden. 

Speziell werden wir uns fiir das Analogon der frtiher behandelten 
pseudoregular&n Pracession interessieren, weil diese dm*ch die gewohn- 
lichen Antriebsvorrichtungen in der Regel realisiert wird. Wir wollen 
also voraussetzen, dafs der Eigenimpuls N ,,sehr grofs sei a . Dies soil 
(vgl. pag. 293) bedeuten, dafs das Quadrat von .N grofs sei gegenilber 
der gleichbenannten Grofse A P. Z. B. konnen wir voraussetzen: 

N* > 100 AP. 

Fern.er wollen wir etwa annehmen, dafs der Kreisel zu, Beginn der 
Bewegung (t = # ) keinen seitlichen Anstofs bekommen hatte, dafs also 
seine Anfangsbewegung aus eirier reinen Rotation um die Figurenaxe 
bestand. Dana liegt der anfangliche Drehimpuls in Richtung der 
Figurenaxe und ist mit N zu bezeichnen. 1st die anfangliche Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale ^ und setzt man cos # - == e , so 
wird die Projektion des Drehinipulses auf die Vertikale 

(9) n-J^. 

Ueberdies erkennt man, dafs fiir t = t notwendig v! sein mufs. 
Denn die Figurenaxe ist nach Voraussetzung zu Beginn Rotationsaxe, 
kann also ihre Lage irn Raume momentan nicht iindern. Aus u ~ 
folgt nach Gl. (8) Z7=0, d. h. 

2A'h(l-~e^) - 2APe e (l~e Q 2 ) + 2tfe - N* -n* = 0. 

Hieraus entnehmen wir den fiir unsere Bewegung giiitigen Wert von 
h, indem wir n nach (9) durch N ausdriicken, nanilich 

(10) 2Ah = 2APe + N*. 

Wir wollen zunachst U io seine Linearfaktoren spalten. Im Zahler 
von U mufs sich der Faktor e u herausziehen lassen, da ja U fiir 



*) tJbor eine Gattung reell periodisclier Funktionen. Monateberichte der 
Berliner Akademie 1866, pag. 97. 
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u . e verschwindet. In der That ergiebt sich aus (7) mit Eiicksicht 
auf (9) tind (10): 

(ii) ' r- ^^^^/^"^ ~~ Nt( ** ~ w)) 

Die weiteren Verschwindungsstellen des Zahlers und Nenners mflgen 
: e^j ftj bes. V heifsen. Indem man den Nenner gleich Null setzt, 
ftndet man: 
(12). e-l + 4i 

ferner ergiebt sich durch Nidlsefeen deg Z'ahlerri und Aufiosung einer 
quadratischen Gleichung: 



(13) 



N> 



BAPe 



|e | ist'ddr geometrisclien Bedeutung naeh < .1, |e| nack Gl. (12) >1. 
Da wir AP:N* ' als kleine Zahl yoraussetzen, konneii wir, um. die 
Grorsenordnung von <?j und ^ festzustellen, die Quadratwurzel in (15) 
rtacli dieser Gtofsfc entwickeln und erhalten: 



e i ^o 

ei* 



ZAP 



EB isfc also ^ wenig kleiner wie f , e a sehr grofa. Die gegenseitige 
Lage der ftthf Stellen e , ^j e a> e wird durch Fig. 69 veranschauliclit. 



Fig. 69, - 

Durcti seiae Linearfaktoren dargestellt, nimmt daher U die Form an: 

(IB) ^^^'^V i 

der Faktor berechnet sich daraus, dafs sich U nach der fruhei'en 
a ' 

Dai-stelliiug (11) filr M = oo wie w verhalten mufa. 

Betraehten wir nun das Integral (8). In diesem mufs u not- 
wendig zwiachen den. Ghranzen 1 und + 1 liegen und dt reell und 
positiv sein. Beginnen wir also die Integration, mit dein Anfangs- 
werte u = e df so inufs u zunachst abnehmen bis fy, dann zunehmen 
bis e u. s. f. ; da einer Unterschreitung von e t oder einer t^berschreitung 
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von e em imaginarer Wert von dt entsprecken wiirde. (Damit dt 
positiv ausfaJlt, ist es nur notig, das unbestimmte Vorzeicken von 
ylTbei jeder Umkekr der Integrationsriektnng ebenfalls nmzukebren.) 
Die Integratiorisvariable u ist also auf das enge Gebiet zwiscken e 
nnd e l eingesckrankt. Wir sckliersen daraus, .dafs sick der Faktor 
e z u wakrend der Integration nur sekr wenig andert, da sein Maximum 
e 8 1% und sein Minimum e$ e Q sowokl wegen der GbroTse von e s 
wie wegen der Kleinkeit von e a e l nake ssttsammenfallen. Wir kfinnten 
ikn kiemack annakernd konstant setzen, etwa gleick 



WO 



(8) nnd (15) ist nun die genwe Zeit gegeben durck: 



nm .- /j f* _ p \ fg <IA) * 



wenn f den der Anfangslage u = e entspreckenden Zeitpunkt be- 
zeicknet, Wir ftikren daneben eine <mgenaherte Zeitbestimmung ein, 
indem wir ^ w durck den angegebenen Nakerungswert e s w er- 
setzen, sckreiben also: 



(16) *'~V 

" 

Diese beiden Zeiten steken, wie man leickt einsiekt, in der Beziektmg 
zu einander, dafs stets 



(17) 



f, ) 






Haben wir also den angenaherten Wert der Zeit beetimmfc, so ist 
damit der wahre Wert innerhalb eebr enger Grenzen bekannt. Um diese 
Grenaen nock naker festzusetzen, sckreiben wir nack (14): 



.4. 



Wenaz,B., wie wir pag.519 voranasetzten, ]V*>100J.P ist, so weicken 
diese Orojiien von der Einkeit um weniger als H)~* naek der einert 
odor anderen Beite kin, ab and unsere angenakerte Zeitbestimmnng 
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untersckeidet sick von der wakren um weniger als V7r%- Fur prak- 

tische Zwecke diirfte diese Abweicliuug iiberkaupt nickt in Betraclit 
kommen. 

Durck die Einfukrung unserer artgenaherten Zeit ist aber das Pro- 
blem aus dem Grebiete der kyperelliptischen in das der elliptiscken In- 
tegrale verlegt. Wir konnten auf das Integral (16) die friikeren Me- 
tkoden "unmittelbar anwenden und u als dliptische Function der an- 
genahert&n Zeit t' darstellm. Die erforderlicne Fehlerabsckatzung lafst 
sick alsdann aus der Ungleickung (17) entnehmen. Wir wollen aber 
nock ernen Sckritt e weiter geken und die Berecimung auf elementare 
Funktionen zuriickfukren. Bemerken wir zu dem Zweck, dafs sick auck 
der Faktor e a w 2 wegen der Klemheit des Integrationsintervalles e Q e i 
nur wenig andert und nakerungsweise gleick 



gesetzt werden kann. Dementspreckend fQliren wir eine zweite 
nakerte Zeitbestimmung ein, iudem wir sekreiben: 



u 

f-= 

J l/(e n -' 



Zwiscken t und t" bestekt dann die Ungleichung: 



Die Grrenzen, die kiernack dem wakren Zeitwerte gezogen sind, sind 
nickt mekr so enge wie rorker. Man berecbnet namlick nach (14): 



1- 



(e a 



1 



N* 



2e*~ 



- 

1 + -^ 



AP 



40- 



VO11 



Diese Faktoren weicken also immer nock um weniger als 

der Einkeit ab; da die in (19) aiifserdem noch hinzutretenden Faktoren 

un.d l/-'_^ von kokerer Ordnung gleicli 1 waren, so ist 

damifc auck die Abweickung der wakren Zeit t von der angenakerten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweickung betragt weniger als 1% der 
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wahren Zeit, ist also nicht mehr BO klein, wie vorher, aber fiir unsere 
Zwecke klein genug. 

Das Integral (18) fiihrt auf cyklometrische Funktionen. Der Be- 
quemlichkeit wegen fiihren wir die Abkiirzungen f, v, ein, indem 
wir setzen: 



(20) 
dann wird 



N* 



', v M UQ 



u 



du 



dv . v. 7t 

-FJP = arc sin , 

l/c* 11* k & 



also 
(21) 



.,, , (0 I 

I _ ^ ^_ __ y 



V 

arc sin 



(a bedoutet dabei die naherungsweise berechnete Zeit, wahrend welcher 
u das Integrationsintervall von e bis c- t oder v das entsprechende Ge- 
biet von + e bis e einmal durchlauft. Wir nennen co die ,,halbe 
Periode der Kreiselbewegung". Sie ist gleich derjenigen Zeit, wahrend 
welcher die Figurenaxe aus der einen aufsorsten Neigung e Q in die andere 
aufserste Neigung c l oder aus der mittleren Neigung w in eben dieso 
Ncigung auf kurzestem Wege zuriickkehrt. Nach der Zeit 2co wieder- 
holen sich die Neigungen der Figurenaxe periodisch. Der noch un- 
bestimmt gelasseno Zeitpunkt t Q moge der Bequemlichkeit halber gleich 

~ genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 

& 

Neigung der Figurenaxe (v Q oder u U Q ] zuBammenfallen. Gleichung 

(21) goht dann fiber in: 

/nt\\ J.f' m V 

(22) t == arc em 
v J it e 

Es liegt auf der Hand, dafs wir diese Beziehung lieber ,,uni- 
kehren" und in der folgenden Form wchreiben werden: 



(23) 



.5ft . . nt 
Bin oder u ~ u n 4- s sin 

(0 ' 0) 



Dainit sind die wechselnden Neigungen der Figurenaxe in expliziter 
Weise als Funktion der angenaherten Zeit t" beschrieben, Um den bei 
dieser Berechnung zugelassenen Fehler abzuschatzen, d. li. um den Wert 
von u, der zu der wahren Zeit t gehort, in Grenzen einzuschliefsen, 
brauchexi wir nur die Ungleichung (19) in gewieser Weise ebenfalls 
unizukehren. Diese Ungleichung sagt uns, wieweit die wahren und 
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angenaherten Zeiten, die au gleiehem w gehoren, hochstens von ein- 
ander abweichen. Wir konnen sie auch so sehreiben: 






Der wahre Wert von w, d. K. der Wert von u ziir Zeit t } mnfs hier- 
nacli gleich einem deijcnigen Werte sein, welciie sicli nach Formel (23) 
ffir das vorstehend bezeiclmete Interval! der angenaherten Zeit bestjramen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen e Q und e t abgesehen) 
u mit wacKsendem t bestandig wachst oder bestandig abnimmt, so 
konnen wir auch sagen: Der wdlire Wert von u ist zwiscken dengenigen 
Werten mtliaUen, welche sidi fwr die angenaherten Zeitpmkfe 



(24) 



( t _ * ) 
*~e ^ 0/ 



e t w e z e Q s v ' 

nock Gleichung (23) lerechnen. Die gewiinschte Fehlerabschatzung ist 
damit goleistet. 

In entsprechender Weise verfahren wir mit dem Winkel $ in 
Gl. (S'). Setzen wir fUr w und V die Werte aus (9) und (15) ein ; BO 
ergiebt sich zunachst 



-.)(~^) (,-)-" 

Wir konnten auch hier wieder ein angenahertes Azimuth iff' einfiihren, 
welches sich dutch ein elliptisches Integral berechnen iafst, indem 
wir den Faktor 2 w ersetzen durch ^-" w o- Indessen gehen wir Jieber 
gleich emeu Schritt weiter und sehreiben: 

& 




sodafs sich die waiter Eechnuag iia trigonometrischen Gebiete abspielt. 
Wir substituieren als Integrationsvariable die angeaaherte Zeit t"\ nach 
G-L (18) und (23) haben wir 



und d&ker 
(27) 
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Die IntegrationBkonstante wurde Merbei so gewahlt, dafs ty" ver T 
sclrwindet fiir t" t = o/2. Wiederum ist der angenaherte Wcrt wn 
ty ads explmte FunMon der angenaherten Zeit t" dargesteltt. 

Zwiscben dem wabren Azimuth iff und dem genaberten ^" besieht ? 
wie der Vergleicb von (26) und (25) ergiebt, die Beziehung. 



r_!*jL l/^?i! fti 

~ A 2" 1 sT" n " 5 



Da beide Paktoren, mit deaen ^" multipliziert ist ; wenig YOU 1 ver- 
schieden sind, ist nierdurch der wahre Wert von fy mit Hillfe des an- 
genaherten in enge Grenzen eingeschlossen. 

Durcb ty und it lassen sicn die iibrigen auf die Kreiselbewegung be- 
ztiglicken Groisen darstellen, Besonders werden wir Tins fiir die Bahtir 
Icmve des Sttitepunktes in der tragenden HorizonMebeae interessieren, 
vreil diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fiillt imd sicb 
aucb experimentell bequem aufzeichnen. lafst (vgl, das folg. Kap. 10). 
In der Horizontalebene breiten wir ims eine komplexe Variable | axis, 
sodafs der Nullpunkt dereelben mit deni Punkt S f zusainmenfttllt. Den 
wechselnden Lagen des Stiitxpunktes -entspricht dami eine Folge von 
|-Werten imd die Balmlrurve sowie das Zeitmafs ? iu dem sie roll dem 
Sttttzpimkt durcblaufen. wird, sind volbtandig bekannt, wenn wir diese 
jj-Werte als Funktion der Zeit in der Form ^ ^/'(O dargestellt iiaben. 

Zunachst is{; der absolute Betrag von I uacb Fig., 68 leicht anxu- 
geben; es ist naralicb 

(29) 1 1 - OS' E sin -8- - E |/~1?. 

Sodann ist dor Winkel dH Strahlea OS' (der Projektion dor Figuren- 
axe auf die Horixontulebene) g#on oinen beliebigen festen Strahl dieser 
Ebene bis auf cine Konataute gleicli dom Wiukel ^, den dio Knoten- 
linie gegen eino beliobige feste homonfcale Gerade bildet. 

Die Gieichung der Balmkurve achreibt sich. dalier in der folgenden 
Form: 
(UO) ^- El/I. --iT'c''* 

wobei dio Berechming voiv u und ip nach 61. (^3) und (27), die Fehler- 
bestirarnuug; nach "Ungleichung (24) und (28) xu e/rfolgen hat. 

Wir werden den Gang der Rechnung sogleicb. on eineni 2anlen- 
beiapiel erlantern. Vorhcr wird es gut 8r,i.n, urn den Cbarakter dor 
Bahnknrve zu veranschanliclien, weniger genau zn verfabren. Wir wollen 
einmal don Unterecbied zwischen wabrer und genaberter Zoitbestimmung 
vernaGblaBsigen und aucb. sonst einige Vereinfacnungen ointrefcen lassen, 
die sicli durch Entwickhmg nacli der als klein vorausgesetzten Gr5fse 

Klela-Sommorf old, KroiHolbewegung. IH.Autl. 34 
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ergeben. Wir schreiben in dem Sinne: 




Hiernach wird die vereinfachte Grleichung der Bahnkurve 




(31) . 

Dieselbe legt folgende Deutung nahe: Ln Mittel bewegt sich der Stutz- 
punkt urn den festen Punkt S' auf einem Kreise vom Radius ']/! w z 

T) 

mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ^ herum. Dieser Teil der 

Beweguug wird als eine regulare Pragession der Figurenaxe zu be- 
zeiclmen. sein. Ihr tiberlagert sich eine Sciiwankung oder Nutation der 
Figurenaxe von der Periode 2<o ? vermoge deren sowohl Grofse als 
Eichtung des Fahrstralils S'O periodiscb. abge'andert wird. Zeitdauer 
und Betrag der Nutation sind gering, desgl. im allgemeinen die Winkel- 
geschwindigkeit der Prazession. Die Bahnkwrve des Sttitspmktes be- 
steht daher aus einem Kreise mit mhlreichen auf ihm aufsiteenden Zacken; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie weg&n der Schnelligkeit, mit der sie 
dwchlaufm werden, entgiehen sich die Nutationen der groben Beobachtung 
tmd die JSewegung erscheint in erster Linie als eine regulare Prazession. 
Sie bat ganfc deaselben Charakter wie die frtihere pseudoregulare Pra- 
zession des Kreisels mit festem Sttitzpunkte uad stimmt mit dieser 

J? 
auch in der Grofse der Prazessionsgeschwindigkelt -^ iiberein. 

Wir kommen nun iaur genauen Durcnffthrung eines ZabJenbeispiels, 
Unser Kreisel sei ein tomogener Eotationskegel von der Hohe h = 8 cm, 

s 
sein Schwerpunkt 8 liegt in der Bntfemung E -7- ^ == 6 cm von seiner 

Spitze 0. , SoE dap fur den Scnwerpunkt konstruierte Tragheitseilip- 
soid eine Kugel sein, so mufs der Badius des Grundkreises r gleich 
der halben Hohe sein. Man findefe namlich unschwer fur die Tragheits- 
momente C, A if A um die Figurenaxe, bezw. um eine zur Figurenaxe 
senkrechte Axe dureh 0, bezw. um eine ebensolche Axe durch S: 
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wo M die gesamte Masse des Kreisels ist. Durch Crleichsetzen der 
Werte von A und C ergiebt sich in der That 



Mithin wird 



und 



48 



-r- h = 4 cm. 



a = 



36 M 



30' 



- 1,133. 

a. ' 



Die anfangliche Rotation, welche um die Figurenaxe erfolgen polite, 
moge die Umdrehungszahl 20 pro Sekunde besitzen, sodafs die Winkei- 
geschwiudigkeit 2n 20 betriigt. Es ist dann 

# 2 4rc 2 - 400 A* 
und 

N* 4at*-40-48M 4^40 -48 



MgE 



981,0 6 



Wir haben also dieses Verhaltnis erheblich kleiner gewaHt, als es yor- 
her vorausgesetzt wurde, weil sonst die zu zeicknende Figur gar zu 
wenig charakteristisch ausfallen wfirde und die Bahjakurve ron einem 
Kreise kaum zu unterscheiden ware. Der Grad der Annalierung, der 
sick ja wesentlich durch die Grrofse dieses Verlialtnisses bestimmt, wit'd 
dementsprechend im folgenden etwas weniger giinstig ausfallen, wie 
bei der allgemeinen Betrachtung. Dies schadet indessen nichts, da utts 
an dieser Stelle nicht die Kleinheit des Felilers sondern seine Ab- 
schatzung in erster Lime interessiert. In der Anfangslage (zur Zeit # ) 
moge die Figurenaxe den Winkel 45 gegen die Verfcikale bilden. Es 
ist dann 



o -F- 0,707. 

Die Grofsen e i und e 9 ergeben sict durch Kullsetzen des Zahlers von 
U, also nach (11) durch Auflosen der quadratischen Gleichung: 



Setzt man die angegebenen Zahlenwerte flir -j-= und e ein, so erhalfc 
man 

M 8 ~ 6,439 = - 3,552, ^ = 0,609, c 2 = 5,830. 

Es wird daher 



o,049, tto-^ 



0,658, V ; 



34 * 



528 'VI- Anhang. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 

und 

. i - 0,220. 



N e 
J. 1- 



Wir berechnen noch die folgenden Faktoren, welche nach (24) - und 
(28) fur die Fehlerabschatzung .wese&tlich sind: 



_ 4,6 io-, 

' 



- 1 + V 10-', 



i V i A* e o a e i ^o _ i i 
rzr^i (/ ^r^^i^; -1-1, 



Nun bestimmen wir die Bahnkurye und zwar beispielsweise dasjenige 
Stuck derselben, welches von der Aofangszeit t =* t Q == -|- bis zur Zeit 
t=L = ~ durcblaufen wird. Zwischen diese. beiden Zeitpunkte schalten 

u. 

wir noch fiinf aquidistante Zeiten t i} t 2 , t s , t i} t 5 ein. Die Lange eines 
zwischen ihnen enthaltenen Zeitintervalles betragt dann -g- Diesen 

,,waliren" Zeitpunkten ordnen wir nach Q-l.. (24) je zwei ,,angenaherte" 
Zeitpunkte zu. 

Z. B. gehoren xu t L die beideu Werte 

i" -\ - (1 - 4,6 - 10-*) f und i" - ^-.0. + 5,7 . 10~ 2 ) -|- 



Bilden wir libber das Produkt - , welches in unsern Forraeln als 

<o ' 

Argument der trigonometr.iscb.eix Funktionen vorkommt ; und driicken 
dieses in Grradmafa aus, so ergiebt sich 



bezw. 



4 ; 6 - 10- 2 ) ~ = 90 4- 28 37' 
5,7 - 10~ 2 ) |- - 90 -f 31 43'. 



Nach Gil. (23) gehoren zu diesen beiden genaherten Zeiten die folgen- 
den beiden u -Werte: 



bezw. 



u == 0,658 + 0,049 cos (28 37') - 0,701 
u = 0,658 -i- 0,049 cos (31 43') - 0,699. 

Mithin kann der wahi'e Wert ron.w zur Zeit t t gloichgesetzt werden 
u = 0,700 & 0,001, 
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unter -fr (ebenso wie unten unter -9-', ft" . . .) einen unbekannten eckten 
Bruck verstanden. 

Aus den Grenzen fur u ergebon filch entspreekende Grenzen fur 
die Lange des Vektors S'O = E~\/l ~ u*. Driicken wir letztere in mm 
aus, so finden wir dafiir die beiden aufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm, 
Wir schreiben daker filr t = ^: E Y 1 - s = 42,84 #' 0,06 mm. 

Es handelt sich sodann um die Ricbtung des Vektors S'O asur 
Zeit t if also um den Winkei ^>. Wir berecknen zunackst die Nakernngs- 
werte ^", welcke nack Gl. (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
ton t" gekoren, namlicb fiir 

**L - 90 + 2837', V = 0,220 (2837' - sin -28 37') = 15' 

0) ' ' r > \ yc / 

~ = 90 + 31 43', j" - 0,220 (31 43' - sin 31 43') = 21'. 

Der erste dieser Werte entsprickt der Neigung u 0,701 der Figuren- 
axe; die Unsickerkeit desselben folgt aus der Ungl. (28), welcke besagt, 
dafs ftir den wakren Wert von ^ bei eben jener Neigung gilt: 



oder 



(1 - 1,6 . 10- *) 15' < $ < (1 + 1,9 10- l ) 15' 
13' < $ < 18'. 



Ebenso ergiebt sick fflr den wakren Wert von ty bei der Neigung 
u == 0,699 der Figurenaxe aus (28): 



d. k. 



(1 - 1,6 . 10- 1 ) 21' < $ < (I + 1,9 10- 1 ) 21' 
18' < $ < 25'. 



Da zur Zeit =^, wie wir saken, die Grofse u jedenfalls zwiscken 
u =* 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkei V jedenfalls zwiscken 13' 
und 25' entkalten sein. Wir sckreiben daber fiir i t^. 

il> = 19' " 6'. 

In derselben Weise sind die Qrofsen u, E ]/I w 2 , V ^ ur die Zeit- 
punkte t t%, ,, ... zu beatimmen. (Fiir den Anfangswert t ~ t er- 
giebt sick offenbar und zwar genau u --= %= 0,707, JE'|/1 w 2 =42,43 mm, 
V = 0.) Das Resultat der Becknung entkalt die Tabelle von pag. 530: 
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Fig. 70. 



Anf tend dieser ZaUen 1st Fig. 70 geseichnet. Sie zeigt, wie 
MBahnfauTTB Ewitohaa den beiden Begreia^migsk-eisen yom Kadius 
- ^ - 42,4 mm und ^ >/l - y^ 4T , ft mm ^ ^ herziehi 
grofseren der beiden Kreise tai,giert 8 ie, auf dem kleineren ,it 2 t 
sie mit bpifczen auf. Dafs wir mit begrenzter flenamgkeit recimeten, 
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kommt darin zum Ausdrack, dafs die Bahnkurve nicht als matnema- 
tische Linie soiidem als Streifein. von wechselnder Breite erscheiat, 
ferner darin, dafs den Zeitpunkten t { kein bestimmter Punkt der Linie, 
soiidern ein. gewisser Bereich des Streifens entspricht, der in der Figur 
kenntlich gemaclit ist. Dieser Bereich wird um. so grofser, die Sieher- 
heit unserer Rechnttng also um so geringer, je weiter wir 11118 voix der 
Anfangszeii t = entfernen. Die Zeitpunkte t__ 1} t_ 3) . . . gehen der 
Anfangszeit # in demselben Abstande vorlier, wie die Zeitpunkte 
^, ^, . .. . ihr folgen. Die Bahnkurye ftir t < ergiebt sich aus der fiir 
t > t^ ejnfaon durch Spiegelung an dem Strahle ^ = 0. 

Man wird beim Anblick unserer Fignr zugeben, dafs unsere an- 
genaherte Berechnung hinsichtlien der G-estalt der Bahnkurve alien An- 
sprUchen gentigfc, die man vom naturwisgenochaftliciien Standpnnkte aus 
an die L5eung der vorliegenden Aufgabe stellen kann; biasichtlich des 
ZeitmafseSf in dem unsere Bahnkurve durchlaufen wird, kann man 
zweifelbaffc eein, ob unsere Annanenmg befriedigt, da z. B. fiir t = ^+5 
der Bereich, innerhalb dessen die Lage dea StiifezpuEktes unsicher iet, 
etwae grofs wird. Indessen konnen wir geltend machen, dafs in dieser 
Hinsicnt die Genauigkeit unserer Rechnung etwa parallel derjenigen 
Genauigkeit gehen mag, mit der flicn der Orfc des Stiitzpunktes zu einer 
gegebenen Zeit durcK eine nicnt besonders verfeinerfce Beobacntungs- 
methode feststellen lafst. 

Vor allem aber miissen wir bedenkeu, dlafs der wirkliciie Be- 
wegungsverlauf durcb die Reibtuag an der Unterlage, von der wir in 
dieeem Paragraphen abgeeehen haben, in hohem Grade entstellfc wird. 
Wollten wir daner die vorangehenden Rechnungen verscharfen, ohne 
dabei auf die Reibung Rucksiobt zu nehmen, so biefse dieses, sich 
mit Kleinigkeiten aufhalten und die Hauptsache verfehlen. 






Kapitel YII 

Theorie mad Wirkliehkeit. Emflufs der Rcitag, des Luftwider- 
standes, der Blastizitat yon Material mid Unterlage aif die Kreisel- 

toewegung. 

1. Der Gregensata z-wischen. rationeller und physikalisclier oder 
zwischen himmlisolier tmd irdischer Mecb.aB.ik. 

Man bezeichnet seit altersber die abstrakte Mecbanik, welche die 
Wile der Bewegungsersciieinungeii dnrcla mathematisclie Deduktion aua 
wenigen Qrundsatzeji abzuleiten bestrebt ist, als rationelle ( deduktive) 
Hechanik. Daueben tritt diejenige Beiandlung der mechanisclien Pro- 
blem^ welcke die WirkHchkeit ta ausgiebigerer Weiae mit Hinzu7Aekung 
yon Erfakrungstliatsaclien und Experimenten beriicksicbtigt, fast etwas 
sebiiclitern als ptysikalische ( indnktive) Meehanik auf. Angesicbts der 
weitgehenden Abweichungen aber zwischen den Resultafeen der ab- 
strakten Theorie \ind den Tb.atsacb.en der Wirklichkeit inocbte man 
die Frage aufwerfen, ob nicbt fur die Mekrzabl der Anwendungs- 
gebiete die physikaliscbe Mecbanik in Wahrheit die ratiooelle und die 
sog. rationelle in Wabrheit hocbst unphysikalisch und irrationell ist. 

Der Grand fiir die Tins standig entgegentretenden Differenzen 
zwiseben Tbeorie und Wirklicbkeit liegt ; wie allbekannt, in dem Auf- 
treten von .Energie yerzebrenden oder Energie zerstreuenden Kraften. 
Die abstrakte Tbeorie stellt sicb gerne so, als-ob diese Krafte nur 
sekundare Bedeutung batten, als ob es sicb dabei um Erscbeinungen 
zweiter Orduung bandelte, welche das Gresamtbild zwar triiben aber 
nicbt vollig entstellen konnen. Ein etwaa krass gewabltes Beispiel 
nioge uns lebren, wie weit diese Annakme zutrifft. 

Die deutscben Infanteriegewebre, Modell 88 und 98 ; erieilten den 
rerscbiedenen Greschofstypen Anfangsgeschwiridigkeiten v zwiseben 620 
mid 900 in/sec. Sofern wir den Luftwiderstaiid und die Luftreibung igno- 
rieren wollen, die bier als Energie verzehreude Momente ins Spiel koiamen, 
ist die Flugbabn die bekannte Parabel, und die groi'ste Scliufswette wird 
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erzielt bei einem Abgangswinkel (Elevations winkel) von 45 gegen die 
Horizontale. Naeh den elementaren Gesetzen der Wurfbewegimgberechnet 
sich die bei den genannten Schiissen vorkommende grolste Erhebung H 
des Gesehosses fiber den Erdboden und die Schufsweite TFaus den Formeln: 

H*~ -~ = 10 bis 20 km, W--- - 40 bis 80 km. 
* 9 y 

Die grofsten, allerdings nur unsicher beobachteten Schufsweiten aber liegen 
zwischen 3600 und 4600 in, bei Abgangswinkeln von 32 bis 36. Die 
hochste Erhebung des Geschosses wird bei diesen Balmen weniger als 
1 km und liegt nicbt, wie bei der abatrakten Wurf bewegung, in der Mitte, 
sondern etwas dahinter. 

Ein anschauliches Bild von die- 
sen Verhaltnissen giebt die neben- 
stehende, fiir v = 620 m/sec. gezeich- 
nete Figur. Sie zeigt, dafs die unter 
Vernachlassigung des Luftwiderstan- w 

des bereehnete ^Bahn (,,ber.") auch 
nicht eine entfernte Annaherung an die wirkliche Babn (,,beob.") giebt. 

Aus besonderen baliistischen Griinden sind die Beobachtungen bei 
grofsen Erhohungen sehr luckenhaft. Aber auch schon bei den praktisch 
vorkommenden Erhohungen bestehen iiberraschend grofse DiffereuKen. Bei 
i) = 900 m/sec. uud einer Erhebung <p 4y 2 -ware die widerstandsfreie 

Schufaweite: ^ 

W == sin 2 cp ca. 13 km; 

die Schufstafel ergiebt aber nur 2 km, und dabei sinkt die Geschwindigkeit 
auf ca. 150 m/sec. herab ! 

Allerdings denkt niemand daran, in den baliistischen Probleinen 
den Luftwiderstand zu vernachlassigen. Auch kann zugegeben werden, 
dafs sein Einflufs bei geringeren Geschwindigkeiten nicht so stark ins 
Gowicht fallen wird, wie bei den hohen Geschwindigkeiten der 
modernen Sehufswaffen, Denn ee ist theoretisch verBtandlich und durch 
die Beobachtung bestatigt, dafs mit wachsender Gesehwindigkeit und 
ganz besonders in der Nahe der Schallgeschwindigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunehmen mufs. Trotzdem diirfte unser Beispiel geeignet 
sein, uns vor einer Uberschatzung der Ergebnisse der rationellen 
Mechanik und vor einer Unterschatzung von sog. ^ISTebenumstanden" 
wie Reibung etc. zu warnen, die gegebenenfalls leicht zur Hauptsache 
werden konnen. 

Die Abneigung der mathematischen Schriftsteller vor der Inangriff- 
nahme der Beibungs-probleme macht sich schon bei dem srofsen Be- 
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grander der analytisclien Mechanik, bei La grange, geltend. Er er- 
wahnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibung der fesfcen Korper 
auf einander. Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirchhoff in seinen Yorlesungen fiber Mechanik. Und doch ist die 
Reibung, nachst der Schwere, wohl die wichtigste Kraft in unserem 
Dasein. Gewohnlieh wird sie als etwas Schadliehes und Unerwiinschtes 
angesehen. In der That xuhren die Energieverluste und daher die 
Betriebskoeten bei all unseren Masehinen, Fahrzeugen etc. zum grofsten 
Teil von irgend einer Art Reibung her. Es hiefse jedoch ungerecht 
sein, wenn man die wohlthatigen Seiten der Eeibung verkennen wollte. 
Nur die Keibung ermoglicht es uns, dafs wir uns auf .unserer Erde 
nach Belieben vorwarts bewegen konnen, sei .es durch. die Kraft uneerer 
Glieder, sei es mit Hiilfe irgend eines Gefanrtes. Man erinnere sich. 
z. B., dafs im Betriebe der Strafsenbahnen ; wenn durch Eisbildung 
der wohlthatige Einflufs der Reibung zwischen Bad und Schiene ge- 
schwacht ist ; der Wagen nicht von der Stelle kommt. Weiter aber: 
Die Reibung ermoglicht es mir ? den Federhalter zwischen den Fingera 
zu halten, falls ich nur entsprechend dem unten zu besprechenden 
Reibungsgesetze die Finger mit einem geniigenden Druck gegen 
den Halter presse. Die Reibung verhindert die Bticher ; die auf meinem 
(doch gewifs nicht genau horizontalen) Schreibtische liegen, der Schwere 
folgend zur Erde hinab zu gleiten; sie verhiiiet, dafs der Berg, der 
vor meinem Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschtittet 

Woher rtihrt es nun, werden wir uns fragen, dafs trotz ihrer 
niafsgebenden Wichtigkeit fiir alle irdischen Verhaltnisse die Reibung 
in der theoretischen Mechanik lange Zeit wenig Beachtung faud? Ein 
Grund hierfitr ist historischer Natur. 

Das alteste Anwendungsgebiet der mechanischen Lehren und der 
alteste Zweig der mathematischen Naturwiseenschaft iiberhaupt ist die 
Astronomie. Die Begi-iinder und Hauptforderer der Mechanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fragen 
bei ihren Untersuchungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theoretische Mechanik ein Gewand bekommen hat, das wesentlich 
fur astronomische Zwecke zugeechnitten erscheint. Die Himmelskorper 
nun bewegen sich merklich reibungslos im luftleeren Raume und konnen 
fur die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte angesehen werden. 
In der Mechanik des Himmels also aber auch nur hier treten 
die ReibuBgserscheiriungen zuriick. Hier sfceht das Problem der n frei 
im Raum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativen Kr'aften 
auf einander wirken, im Mittelpunkte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Vorlesungen und Lehrbiicher 
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fiber theoretische Mechanik ausmacht, welches aber in den irdischen 
Geschehnissen niemals realisiert wird. 

Man bezeichnet den Sachverhalt deutlieher, wenn man statfc von 
rationeller und physikalischer Mechanik von himmlischer und irdischer 
Mechanilf, spricht. Die uns iiberkommene Form der theoretischen 
Mechanik hat ihren Ursprung und ihr eigentliches Anwendungsgebiet 
in der Mechanik des Himmels. Um den vielfach verworrenen und 
komplizierten Verbaltnissen auf der Erde gerecht zu werden, niufste sie 
durch Erfahrungsinaterial wesentlich erganzt werden. 

Bin anderer Grund far die geringe Beachtung, welche die Reibungs- 
probleme lange Zeit fan den, 1st die geringe Zuverlassigkeit der physi- 
kalischen Grundlagen der Reibungstheorie. Wir sind uns von vornherein 
bewuist, dafs die iiblichen Gesetze z. B. iiber die gleitende Reibimg fester 
Korper auf einander, iiber den Luftwiderstand, uber die Reibung im 
Innern der Fliissigkeiten oder iiber die innere Reibung der festen Korper 
nur grobe Annaherungen sind, dafs die physikalischen Umstande bei 
diesen Vorgangen aufserst kompliziert sind und iiberhaupt nur in be- 
schrankten Gebieten in Formeln gefafst werden konnen. Eine natur- 
gemafse Beriicksichtigung des Luftwiderstandes z. B. mufs von der Mitbe- 
wegung der umgebendenLuft ausgehen. Die Energieverluste, die der Luft- 
widerstand erzeugt, sind einerseits aus der inneren Reibung der Luft, 
andererseits aus der Abgabe von Bewegungsenergie an weiter entfernte 
Luftschichteu zu ermitteln. Bei sehr schnellen Bewegungen, die mit merk- 
lichen Luft-Verdichtungen und -Verdiinnungen verbunden sein werden, 
erfolgt die Energieabgabe mit Schallgeschwindigkeit; hierbei mufs aufier 
der Triigheit auch die Elastizitat und die Thermodynamik der Luft in 
Rechnung gesetzt werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der hier 
vorliegenden Verhaltnisse gestatten UDS die bekannten, schoneu Moment- 
aufnahmen der durch die Geschosse erzeugten Luftwellen. Ihnen gegen- 
iiber mufs eine Formel, die den Luftwiderstand durch irgend eine Potenz 
der Geschwindigkeit ausdrtickeu will, geradezu armlich erscheinen. Ebenso- 
wenig durfte man sich damit zufrieden geben, den Schiffswiderstand an- 
gesiehts des komplizierten Spieles der Wellen in der Nahe eines Darnpfers 
in eine einfache Formel hineinzwangen zu wollen. Nur ausgedehnte, mit 
den grofsten Mitteln durchgefiihrte Versuche konnten hier einigen Auf- 
schlufs liefern. Theorie und Recbnung konnen auf diesen Gebiefcen eher 
als Anleitung zur verniinftigen Anstellung vou Experimenten wie zur 
Voraussage der Erscheinungen dienen. In mancheu Fallen hat die 
Theorie Regeln (sog. Ahnlichkeitsgesetze) liefern konnen, uiu die durch 
Modellversuche, also durch Versuche in verkleinerteni Mai'sstabe ge- 
fundenen Resultate auf die grofseren Verhaltnisse der wirklichen Pro- 



536 VII. Einflufs von Reibong, Luftwiderstand, Elaatizitat etc. 

bleme zu ftbertragen. Die Leistung der Theorie 1st in solchen Fallen 
aelir wertvoll, aber doch viel bescheidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Hiinmelsmechanik. 

Die Grofse des Widerstandes hangfc in. den vorgenannten Beispielen 
aiii'serdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Sehiffes ab. 
Man kennt jetzst die erheblichen JLnderungen der Widerstandsgesetze, 
die kleine Abanderungen der Form bewirken. Ahnliches gilt von der 
gleitenden Reibung. Hier komint es auf scheinbar geringfugige Um- 
stande weifc mehr an, als man erwarten und wiinschen mochte. Bine 
durch Abnutzung veranderte Oberflache verhalt sich anders wie eiue 
frisch bearbeitete. Teilcnen des abgeriebenen Materials oder Staub- 
kornchen, welche sich zwischen den Reibungsflachen befinden, konnen 
die Grofse der Reibung betraclitlich beeinflussen; ein Feucbtigkeits- 
niederscblag aus der umgebenden Luft kann wie ein Schtniennittel 
wirkeu und die Reibungsgesetze nicht nur quantitativ sondern auch quali- 
tativ griindlicli yerandern. Hier gilt also der fur den Naturforscher 
hochst unbequeme und storende Satz: Kleine Ursachen, grofse Wir- 
kungen. Vor der kritiklosen Benutzung von Reibnngeziffem mufs 
aus diesem Grunde gewarnt werden. Zifferu, die fttr gewiese Ver- 
suchsumstande gefunden sind, brauchen deshalb noch nicht fur andere 
TJmstande zu gelten, Diese Ziffern auf zwei oder drei Deziroalen an- 
zugeben, wie es in den technischen Kalendern ebensowohl wie . in 
vielen Lehrbiichern der Experimentalphyeik geschieht, hat jedenfalls 
keinen Wert. 

Man begreift es hiernach, dafe der Laboratoriums-Physiker, der 
in der angenehmen Lage ist, seine Probleme frei, zmn Teil nach 
asthetischen Gesichtspunkten zu wahlen, an den Reibungsfragen gerne 
vorbeigeht, weil er sich aus ihrem Studiam keine reinen und all- 
gejneinen Gesetze yerspricht. Anders steht der Techniker zu den 
Reibungsgesetzen, die fur ihn Lebensfragen sind. Deshalb riihren die 
neueren Beitrage zur Kenntnis der Reibungsgesetze, die wir im fol- 
gendert Paragraphen zu nennen haben werden, wesentlich von tech- 
nischer Seite her. 

Aus dieser Sachiage folgt aber weiter, dafs die theoretische Be- 
handluug der Reibungsprobleme unter anderen Gesichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der rationellen Mecbanik. Der 
Mathematiker strebt seiner Erziehxing und Gewohnheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme <mit volliger Scharfe zu losen, so dais eine 
Berechnung auf beliebig viele Dezimalen theoretiseh moglich wird. 
Diese Methode ist bei den Aufgaben der Himmelsrnechanik mit Riick- 
sicht auf die grofse Scharfe der astronomisclien Beobaehtungen in der 
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That zweckmaisig; bei alien Aufgaben aber, bei denen Reibungsein- 
fliisse etc. wesentlicli sind, d. h. bei alien Aufgaben der irdischen Me- 
chanik, wiirde eine seiche Genauigkeit der Rechnung in unschonem Mifs- 
verhaltnis stehen zu der .Gtenauigkeit der physikalischen Gxundlagen, 
Hier 1st es vielmehr angezeigfc, nicht nach quantitativer Durchrechnung, 
sondern nach qualitativem Verstandnis der Erscheinungen zu streben, 
und wo man quantitativ vorgeht, von vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mat begrenzter Grenauigkeit zu rechnen. Und dies um so mehr, 
als die mit Eeibungsgliedern behaflefcen Differentialgleichungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reichlich kompliziert werden und, wie man gew6hn- 
lich sagen wttrde, ,,sich nicht integrieren lassen". Dem gegenuber be- 
tonen wir .den Grundsatz: man soil solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soil sie interpretieren und konstruieren, wie wir dies im 
Folgenden versnchen werden. 

In den vorstehenden Erorterungen ist begriindet, weshalb und in 
welchem Sinne wir die Reibungsprobleme beim Kjreisel zu ausfiihr- 
licherer Behandlung bringen werden, als man es bisher gethan hat. 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziel, welches man erreichen mochte, 
zurfick, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenteller 
Gfrundlagen auf eine schematische Behandlung der Probleme beschranken 
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Utisere Kenntnis der Reibungsgesetze ist bekanntlich YOU Coulomb 
begrflndet.*) Coulomb fand, dafs an der Grenze zweier auf einander 
gleiten<Jer fester Korper eine Kraft auftritt, welche fiir jeden der beiden 
Korper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegengerichtet 
und proportional ist dem gesamten Normaldruck, mit dera die Korper 
gegeneinander geprefst werden. Der Proportionalitatsfaktor heifst 
Jteibungskoeffieient (oder, genaner gesagt, Reibungakoefnzient der Be- 
wegung). Dieeer wird als Material koustante oder richtiger als eine 

*) Zur weiteren Orientierung vevwoiacn wir auf dae gerade in Reibnngs- 
fi-ageu sehr reichhaltige Lehrbuch von J. Perry, Applied Mechanics, New York 
1888, (deutscb von R. Schick, Leipaig 1908) hin, das wir fiir dieeeu und den 
vorigen Paragraph inebrfacb benutzt haben Einn lebrreicben Bericht fiber die 
Qesamtl iterator derRoibung verdankt man F. Maai: Le auove vedute nelle ricercbe 
theoricbe ed experimentali sull' attrito. Bologna bei Zanichelli 1897. Fernex-: 
J. H. Jellet: Tbeory of friction, cloutsch von J. Liirotb und A. Schepp, Leipzig 
1890. Sie-iie auch: Enoyklopadie der math. Wisseuschaften, IV 10 (R. v. Mises), 
p. 189 ff. 
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sowokl fiir das Material wie fur die Oberflackenbesckaffenkeit der beiden 
Korper ckarakteristische Kojnatante angeseken. Von der Gesekwindigkeit 
des Gleitens soil also die Reibung und der Reibungskoeffizient unab- 
kangig sein, desgi von der Grofse der Berukrungsflacke oder, was 
bei. gleickem Gesamtdruck auf dasselbe kerauskommt, von der GrSJfee 
des spezifiscken Druckes, des Druckes auf die Flackeneinkeit der Be- 
rukrungsflacke. In Formeln keifst das Coulombscke Reibungsgesetz, 
wenn man mit ju. den Reibungskoeffizienten, mit N den gesamten 
Normaldruck, mit W die Grofse des Reibungswiderstandes bezeicknet: 



Wir wollen diese Aussage zunachst dakin besckranken, dafs sie 
nur fiir die trockene Eeibung, nickt far die Reibung bei Anwesenkeit 
eines Sckmiermittels gelte. Ferner kaben wir an den bekannten Unter- 
sckied zwiscken. der Reibung der Bewegung und der der Rube (dyna- 
miscke und statisoke Reibung) zu erinnern. Wir erlautern die Reibung 
der Ruke folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welcke die Bewegung des Versuchs- 
korpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soil, nickt ausreickt um die Reibung zu iiberwinden, werden 
wir der Reibung nur die Grofge der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Crleickgewickt kalt ; zusckreiben. Dies gilt solange, bis die treibende. 
Kraft einen Grenzwert iibersckreitet , bei dem Bewegung eintritt und 
der sick wieder proportional dem Normaldrucke N erweist. Der 
Proportionalitatsfaktor moge mit jt bezeichnet werden und keifst 
Reibungskoeffizient der JRwhe. . Das Reibungsgesetz fiir die Ruke kann 
man daker in der Gleickung ausdriicken; 



Der Reibungskoeffizient der Ruke ist meist betracktlick grofser 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungsgesetz 
iiberkaupt veransckaulickt ein sckones Experiment, welckes G. Herr- 
mann*) angegeben hat und welckes jeder okne weiteres wiederkolen 
kann. 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicker Hobe aus- 
gesfcreckten Zeigefinger. Darauf nakere man die Finger einander. Auf 
welckem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter von dem Sckwerpunkt des Stockes abstekt; denn die Normal- 
driicke N it JV a , mit denen der Stock auf beiden Fingern aufliegt, sind 
nack dem Hebelgesetze fur jeden Finger proportional dem Abstand des 

*) Der Eeibungsmnkel, Festschrift ztun Jubilaum der Univ. Wflrzburg, 1882. 
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Sckwerpunktes von dem anderen Finger; bei dem welter abstekenden 
Finger ist also der Normaldruck der kleinere; nach dem Reibungs- 
gesetz let kier auck die Reibung, welcke dem Gleiten entgegenwirkt, 
kleiner wie bei dem auderen Finger; kier mufs also die GHeitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nun auf diesem Finger, nicht nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Sckwerpunkt des Sfcockes gleich dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern nock etwas langer, wegen /* > p. 
Erst wenn sick die Sckwerpunktsabstande der beiden Finger verhalten 
wie ^ : JA O tritt ein Wecksel der Bewegung ein; der Stock niht jetzt 
auf demjenigen Finger, auf dem er vprker glitt und beginnt auf dem 
anderen zu gleiten. Denn die Normaldrdcke N auf beiden Fingern 
verkalten sick umgekekrt wie die Sckwerpunktsabstande, also in dem 
genannten Augenblicke wie fi : (i 5 die Reibung der Bewegung an dem 
einen Finger wird dann gleick der Reibung der Ruke an dem anderen 
und, wenn das G-leiten in dem biskerigen Sinne andauern wiirde, eogar 
grofser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sick 
fortgesetzt wiederkolen, wobei der Sckwerpunktsabstand desjenigen 

Fingers, auf dem der Stock gleitet, sick jedesmal bis zum ten Teile 

^0 

des Sckwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dafs die Sckwerpunktsabstande beider Finger sick weckselweise 
verkleinern und dafs ; wenn die Finger zusammengebrackt sihd ; der 
Stock von iknen in seinem Sckwerpunkte unterstfitzt wird, also frei 
sckwebt ! 

Aufser der Veransckaulickung der Reibungsgesetze gestattet das 
Experiment eine Messung des Verkaltnisses ji : ft. Es genugt kierzu, 
einige Umkekrpunkte der Bewegung auf dem Stocke zu markieren 
und ikre Abstiinde von dem Sckwerpunkt zu messen. Das Verkaltnis 
der Abstande zweier auf einander folgender Umkekrpunkte liefert das 
gesuchte Verkaltnis der Reibungskoeffizienten. Die Q-esamtkeit der 
Umkekrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
scken Reihe. Wenn der Stock nickt zu kurz ist, wird die Messung 
verkaltriismafsig genau. 

Die Versckiedenkeit der Werte von ^t und ft legt die Termutung 
nake, dafs ein stetiger Ubergang zwiscken dem zur Gleitgesckwindigkeit 
NuE gekorigen Werte JLI O und dem zu merklick grofseren (jesckwindig- 
keiten gekorigen Werte p stattfinden moge. Diese Vermutung wird 
durck Versucke von Jen kin und Ewing*) bestatigt. Bei Materialien 



) London PWlos. Transactions Bd. 167 (1877), S. 609. 
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mit erheblich yerschiedenen Eeibungskoeffizienten (i und (i konnte der 
stetige tJbergang in der That nachgewiesen werden. 

Wenn wir also mit Coulomb die Unabhangigkeit des Reibungs- 
koeffizienten Ton der Geschwindigkeii behaupten wollen, miissen wir 
liierbei zunachst das Gebiet selir geringer Geschwindigkeiten aus- 
scbliefsen. Wie bewiihrt Bich nun diese tFnabhangigkeit bei grofseren 
Geschwindigkeiten? 

Die alten Versuche des General Morin, die in den Jahren 18311833 
in Metz angestellt wurden und die em Geschwindigkeitsinterrall bis 

4 umfassen, schienen die Unabhangigkeit zu bestatigen. Die Morin- 

scten Versuchsergebnisse bilden noct heute den eisernen Bestand der 
Zablenangaben iiber Reibnngskoeffizienten in den technischen Hand- 
biicnern und, den Lehrbiicheni der Experiinentalipliysik. Einc grofse 
Z-uverliissigkeit wird ihnen aber kaum zugescbrieben werden konnen, 
scnon deshalb nieht, weil nack dem im vorigen Paragraph. Gesagien 
eolcne Zanlenangaben in kohem Mafse von den Nebenumstanden des 
Experimentes abhangen.*) 

Das Yerhalten des Reibungskoeffizienten bei noherer Gleitge- 
scnwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, di.e erst durch die Ent- 
wickeluag des Eisenbaknwesens und der Bremsromchtuugeii akiueJl 
wurde. Zwischen BremsHotz und Eadreifen haben wir 0in.e richtiga 
gleitende Eeibung ohne- Schmiermittel, wahrend die Eeibung zwischen 
Bad und Sehiene ; wenigstens beabsichtigtermafsen und in der Eegel, 
rollende Reibung ist und nur in dem Ausnanmefalle gleitende Reibung 
wird, wo die Rader auf den Schienen schleifen. tJber die Reibung 
zwischen Bremsklotz und Had liegen vor allem Versuche yon Douglas 
G-aUon**} -wor, welche im grofsten Mafestabe initUnterst'iitzUng der Firma 
Weatinghouse auf Terschiedenen englisehen Linien ausgefiihrt warden. Ein 
Tersuciiswagen von Galton enthielt eine ganze Reihe Ton Tachometern 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferten die Umfangsgeschwmdig- 
keit der Rader und die Fortbewegungsgeschwindigkeit des Wagons. 
Die Grleitgeschwindigkeit zwischen Rad und Bremaklotz ist gleicb der 
ersten dieser Gesehwindigkeitj dio eveniuelle Gleitgeschwindigkeit 
awischen Rad und Schiene gleich der Diiforenz boidor. Die Dynamo- 
meter niaTsen 1) den Bremsdruck^ mit dem der Bremsklotz an das Rad 
geprefst wird, alao diejenige Kraft,, die fur die Reibung zwischoii Bremse 
und Rad als Normalclrnck JY" wirkt; 2) den Reibungswiderstand W 



*) tJber rseuere Versuche vgl. Ene, d math. Wins. (I. c.) p. !.97 ff. 
**) Institution of Mechanical Bngineere Proceedings 1878, 1879, s. msbes. 1879, 
S. 172 Oder Engineering 1879, S. 371 oder Reports of the British Asociation(Dubiiu) 1878. 
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zwiscben Bremse und Rad; 3) den Wideratand gegen die Yorwarts- 
bewegung des Zuges pro Aebse, der eicb aus Luftwiderstand, rollender 
Reibung an den Scbienen u. s. w. srasammensetztj der aber, wenn ein 
Gleiten auf den Scbienen Platz greift, im wesentlicben den Reibirags- 
widerstand W dieses Gleitens darstellt. Alle diese Tacbo- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstregistrierend und Keferten somit die fragliehen 
Geschwindigkeiten und Krafte in ibrer zeitlicben Yeranderliebkoit. Auf 
die sebr interessanten Diagramme dieser Grofsen, die so erhaltea wurden, 
kann bier nur hingewieseu werden. Wir miissen uns auf die aus iknen 
zu ziebenden Folgerungen betr. die Yeranderlicbkeit des Reibnngskoef- 
fizienten bescbranken. Der Koefftzient der Reibung zwiscben Brems- 
klotz und Rad ergiebt sicb durcb Division aus den gernessenen ICraften 
W und jy, wabrend der Koeffizient der Reibung zwiscben Rad und 
Schiene aus der ebenfalls gemessenen Reibung W und dem auf das 
einzelne Rad entfallenden Teil des Wagengewicbtes G- folgt. 

Naturlicb zeigten die zu gleicben Gleitgescbwindigkeiten bei ver- 
schiedenen Yersucben geborenden Reibungskoeffizienten unter sicb keine 
sebr weitgebende tlbereinstimmungo ibre Grofse bing eowobl vom 
Wetter und der dadurcb bedingten Feucbtigkeit der gleitenden Ober- 
flacben, wie von deren Reinlieit, wie aucb namentlich. von der Brenis- 
dauer ab, durcb welcbe offenbar eine Steigerung der Temperatur und 
damit eine Anderung der Oberflaobenbescbaifenbeit bewirkt wird. Z. B. 
kam es ror, dafs nacbdem der Bremsdruck 20 Sekunden gewirkt hatte, 
der Reibungskoeffizient auf die Halfte seines ursprtinglicbe.il Wertes 
zuriickgegangen war. Trotzdem zeigt das Mittel der erbaltenen Reibuugs- 
koeffisienten aus sebr vielen (bis 100) Yersucben eine deutlicbe Ge- 
setzmafsigkeit, narolicli eine lestandige Abnahme d> Beibunyskocffizienten 
mit wacfaendfir Geschwindiylccit. Fig. 72 
giebt den Koeffizienten der Reibung 
zwiscben Bremsklotz und Rad (Breiras- 
klotz aus Gufseisen, Radreifen aus Stabl), 
und zwar in der ausgezogenen Lime den 
Mittelwerfc der !Beobacbtiuigen, in den 
punktierfcen die bei jcder Geecbwindig- 
keit beobacbteten Grofst- und Kleinst- 
werte. Der ganze Strcifen zwiscben diesen 
Qrenzlinien ist mit Beobacbtimgspunkten 

erfiillt zu denken, die sicb nach der mittleren Linie bin verdicbten. Man er- 
kennt zuniicbst wieder den Unterscbied zwischen dem RaibungslLoeffizicnten 
der Rube und dem bei betrilchtlicber Bewegiing, Welter aber zeigt die 
Figur, dais der Reibungskoeffizient bei der Gescbwindigkeit 60km/Stunde 

Klein-Bommerfold, Kroiselbo-wagang. Ill Aufl. 8i) 
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= 16,7 m/sec. = mittlerer Sehuellziigsgeschwindigkeit weniger als die 
Halfte, bei 100 km/Stunde 28 m/sec. = hochster zur Zeit in Deutsehlaud 
zulassiger FaJirgeschwindigkeit nurmehr etwa ein Drittel des Reibungs- 
koeffmenten der Kuhe (0,33) betragt. Nattirlich liefse sich die Ab- 
hangigkeit zwischen ft und v unschwer auch durch eine oder die andere 
Formel ausdrticken. Wir sehen iiervon sowie von der Angabe TOB 
ZaUenwerten ab, weil die Pigur alles wiedergiebt, was ihrein Genauig- 
keitsgrade nachi aus den. Beobachtungen zu schjiefsen ist und weil jede 
zur Darstellung der Beobachtungen beniltzte Formel in hohem Mafse 
willktirlich ware. "fiber den Koefftzienten der gleitenden Reibung 
zwischen Rad und Schiene geben die Galtonschen Versuclie einen 
minder sicheren Aufechlufs; soriel ist jedoch aus ihnen zweifellos zu 
erkennen, dafs auch dieser Koeffizient mit wachsender Geschwindigkeit 
von sememGro'fstwerte bei kleinerGeschwindigkeitkontinuierlichabnimmt. 

Altere franzosisclie sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
suclie*) lieferten im wesentliclietx das gleiche Ergebnis. 

tJbrigens aber ist zu beachten, dafs die Galton'schen Versuche sich 
auf ein sehr ausgedehntes Gescliwindigkeitsintervall bezieken. Bei 
mafsig veranderlicher Geschwindigkeit ist auch die Veranderlichkeit 
des Reibungskoeffizienten nur gering; man hat z. B. ftir v == 2 bis 
6 m/sec. each der Kurve der Galtonschen Mittelwerte etwa ft == 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesichts der allgemeinen Tlnsicher- 
heit der ReibungszifiTern unbedenklich zu vernachlassigen. Die Cou- 
lombsche Annahine eines von der Geschwindigkeit unablxangigen Rei- 
bungskoeffizienien. wird hierdurck fur ein mdfsiges Geschwindigkeits- 
intervall in erster Annaherung bestatigt. Bei unserer Anwendting auf 
den Kreisel, bei <lem Geschwindigkeiten von der Ordnung der Schnell- 
zugsgeschwindigkeiten nicht in Betracht kommen, werden wir Mernach 
den Reibungskoeffizienten mit Coutlomb konstant setzen dilrfen. 

Auch die in dem Coulombschen Gesetz ausgesprochene Unab- 
hangigkeit des Reibungskoeffiziienten von der Grofse der Beriihrungs- 
flache bedarf der experimentellen Nachprufiing. Hiernach mtifste bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm* Qrundflache und 4 cm H6he 
auf einer ebenen Unterlage dieselbe Reibung zu uberwinden sein, wie 
bei der Bewegung eines Prismas von 20 cm* Grundflache und 2 cm 
Hb'he, weil, gleiches Material vorausgesetzt, der Gesamtnorxnaldruck 
gegen die Unterlage, namlich das Gewicht des Prismas, beidemal gleich 

*) Vgl. Organ der Forfcschr. de Eigenbahnwe s ens 1889, S. 114. Der Brems- 
klotz bestand hierbei aus Stahlgufs. Die Versuche wurden nicht auf der Strecke, 
sondern in einer 'Werkstatt angestellt. S. weiter: Mitteilungen uber Forscbunga- 
arbeiten, herausg. vom V. d. I. 1903, p. 1083. 
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ist, wahrend sicli die Normaldrttcke pro Fla^hensinheit in beiden Fallen 
wie 2 : 1 verhalten. Es scheint*), dafs sick diese Folgerung in der 
Erfahrung gut bestatigt, sofern nicht durch sehr starke spezifische 
Pressungen merkliche Deformationen der Unterlage hervorgerufen 
warden. 

Bekanntlich 1st auch der Vorgang des Abrollens zweier Oberflachen 
aufeinander, der sich (scheinbar) ohne Gleitung vollzieht, wenn aueb. 
in geringerem Grade mit Energieverlusten verbunden. Das Gesetz der 
rollenden Iteibung, welcbes man tiblicber Weise bei der Berecknung 
dieser Energieverluste zu Grunde legt, wurde ebenfalls yon Coulomb 
anfgestellt, Hierbei ist es zweekmafsig, nieht yon einer r&ibenden 
Einzelkraft, wie bei der (Heitung zu sprechen^ sondern von einem 
Reibungsmoraente, welcbes von dem zur Abrollung aufgewftndten Dreh- 
moment in jedem Augenblicke zu iiberwinden ist. Bezeichnet wiederton 
N den gesamten Normaldruck an der Beriihrungsstelle zwisckea der 
Unterlage und der , ; Rolle", M das Reibungsmoment, so setzt man 



v heifst dabei Koeffieient der rollenden Reibung; wie die Gleichnrig 
zeigt, ist er keiae reine Zahl wie der Koeffizient der gleitenden Reibung, 
sondern von der Dimension einer Lange. Auch. dieser Koeffiizient wird 
als Material- bezw. als Oberflachenkonstante angesehen. Will man M 
durch eine in der Oberflache thatige reibende Einzelferaft W ersetzen, 
so hat man die letztere gleich M/r zu setzen, wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicht kreisformigem Umrifs derselben den Rrlimmungs- 
radius an der betr. Stelle der Umrifslinie bedeutet; diese Einzelkraft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Radiu umgekehrt pro- 
portional. 

tFber den Mechaniamus der rollenden Reibung giebt eiae scadne 
Arbeit von 0. Reynolds**) .einigen Aufschlufs. Reynolds weist nach, 
claffl mit der Abrollnng infolge elastischer Deformationen atets eine ge- 
wisae Gleitung verbnnden ist. 

Nimmt man zur Vereinfachung der Anschauung an, ctafs die Unter- 
lage wesentlich weicher ist, wie die Rolle (Unterlage aus Kautschnck, 
Rojle aus Eisen), so kann man von der Deformation der Rolle absehen 
und hat nur die der Unterlage zu betrachten. Letztere wird aus einer 
muldenformigen Einsenkung bestehen, so zwar dafs in der Mitte der 
Einsenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten hin aufgestaucht 



*) Peacry 1. c. pag. 67. 

**) On rolling Friction, London Philoa. Transactions Vol. 186, Part I (1876) 
Ges. Werke Bd. I, S. 110. 

36* 
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und zusammengeprsfst ist. Die Beriihrung findet aledann nicht raehr 
in einem geometrischen Punkt statt, sondern in der Qberflache der 
Mulde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Beriihrungspunkt (P) be- 

zeichnen. In der beistehen- 
den Figur sind eine Anzahl 
von Punkten auf Rolle und 
Unterlage markiert. Die 
Punkte auf der Rolle sind 
aquidistant, die auf der 
Unterlage waren es vor der 
Deformation, sie zeigen also 
<lg> in ihren wechselnden Ab- 

standen schematisch den Sinn der eingetretenen Formanderung an. Die 
mifc gleichen Ziffern versehenen Punkte sind bei fortschreitendem Ab- 
rollungsprozefs bestimnit, als mittlere Beriinrungspunkte der Eeihe uach. 
mit einander zusammenzufallen, was durct die mit deni Fortschreiten 
der Rolle verbundene Dehnung der Unterlage an der mittleren Be- 
riikrungsstelle ermoglicnt wird. In dem augenblioklichen Stadium fallen 
diese Punkte aber nicht zusammen. -Es mufs daher beispielsweise der 
Punkt 4 yon dem augenblicklicnen Stadium bis zu demjenigen, wo er 
zum mittleren Beriinrungspunkte gewprden ist, urn dasjenige Stiickchen 
auf dem Rollenumfange entlang gleiten, um welch.es die beiden Punkte 
4 in der Figur abstenen. Das gleiehe gilt fiir jeden Punkt der Be- 
rtihrungsflaclLe. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende 
Reibung statt. 

Der gesainte Energieverlust der rollenden Reibung wird sich zum 
Teil aus dem niit dieser gleitenden Reibung verbundenen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastisclien Deformation erforderlichen Ar- 
beit zusammensetzen, insoweit namlich die letztere in nicht umkehr- 
barer Form auftritt. 

Dai's die in Fig. 73 dargelegte Vorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgendermafsen experinienteli nachweisen. Man bemerkt, 
dais unter den oben vorausgesetzten Verhaltnissen die Rolle ihren Um- 
fang nicht auf der naturlichen Oberflache der Unterlage, sondern auf 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer Umdrehung zuriickgelegt hat, auf der in ihre natiirlichen 
LangenverKaltnisse zuruekgekehrten Unterlage, so wird sich dergelbe 
etwas kiirzer ergeben mussen als der Umfang der Rolle. Dies hat 
Reynolds in der That experinienteli nacligewiesen fiir den Fall, dafs die 
Rolle harter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfinden 
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als die Rolle. Sind beide aus gleichem Material, so 1st der auf der 
Unterlage gemessene Weg wieder etwas kiirzer wie der Umfang der 
Rolle, wovon die obige tJberlegung bei naherem Eingehen ebenfalls 
Rechenschaft ablegen wtirde. 

Bis zur genauen Messung der Grofse des lleibungswiderstandes 
und zur Nachpriifung des Coulombschen Ansatzes ist die Reynolds'sche 
Untersuchung nicht durchgefuhrt. Dafs dieser einfache Ansatz der 
Wirklichkeit sehr geuau entspricht, ist bei der komplizierten Katur des 
Vergoiiges liiclit gerade wakrsclieinlicli. 

JSTeben. der gleitenden imd rollenden Reibung spricht man drifctens 
noch von der bolirenden Heibung, und zwar da, wo sich auf einem 
KSrper ein anderer um die Normale im Berunrungspunkte b eider dreht. 
Da in diesem Falle die Berunrung als punktforraig und der Beriih- 
rungspunkt als Punkt der Drehaxe vorausgesetzt wird, findet theoretiscb. 
ein Gleiten beider Korper gegeneinander nicht statt. Dieser Umstand 
hat zur Einfuhrung der besonderen Bezeichnung ,,bohrende Reibung" 
Veranlassung gegeben. Indessen ffihrt sich der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zuriick, wenn man nur eine etwas aus- 
gedehnte Beruhrung der Korper annimmt. Man kann dann von einem 
inittleren Radius a der Beruhrungsflache sprechen und wird die rings 
um die Drehaxe verteilten Krafte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren diirfen. Sie setzen sich offenbar zu 
einem Drehmoment um die Normale zur Beruhrungsflache zusarnmen, 
dessen Grofse sich aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berechnet zu 

M=[i f N, /x' == ^ a. 

Der Proportionalitatsfaktor (i f kann als Coefficient der l)ohrenden Reibung 
bezeichnet werden, er hat die Dimension einer Lange und hangt aufser 
von dern Material und der Oberflachenbeschaffenheit auch von der Aus- 
dehnung der Beruhrungsflache ab. Natfirlich soil durch die Grleichung 
jt' = ^a nicht behauptet werden, dais sich der Koeffizient der boliren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung vorausbestimmen liefse, 
wenn man die Grofse der Beruhrungsflache messen konnte. Vielmehr 
soil diese Gleichung nur einen Anhait fiir die Bedeutung des Koeffi- 
zienten ft' und fur das ungefahre Grofsenverhaltnis der bohrenden und 
gleitenden Reibung liefern, einen Anhait, der uns im nachsten Para- 
graph von Nutzen sein wird. 

Ausdriicklich haben wir unp in diesem Bericht auf die trocJcene 
Reibuny beschrankt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
Schmi&rmitteln fiir die Praxis das weit iiberwiegeu.de Interesse hat. Man 
ist heutzutage zu der Einsicht gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
Gresetzen gehorcht, dafs sie n'arnlich auf den Gresetzen der inneren 
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Reibung zaher Fliissigkeiten beruht, wahrend die Sltere . . teebuache 
Litteratur sie nach dem Coulombschen Schema der trockenea Beibung 
behandelt Wir konnen heute (mit Petroff und Reynolds) von einer 
MrodynamiscJm Tteorie d&r Schmiermff sprechen, einer Theorie, die 
dwell xationeU angestellte Versuche soweit bestatigt wu-d, ala man es 
nach der Sehwierigkeit des Gegenstandes erwarten kann*). Das wirk* 
liche phyeikalische Verstandnis der Schmierauttelreibung ist auf diesem 
Wege wesentlicbi gefordert. Wild es mogHch sein, so mocnten wir 
zum SehluTs fragen, auch die trockene Beibung unserem physikalisclien 
Yerstandnis naher zu bringen, indem wir die zwiscnen den reibenden 
Oberflacliea yerbleibende Luftschiclit als eiae Art Schmiemittel auf- 
fassen und auf sie die Eeibtnigsgesetze der kinetischen Gastheorie an- 
wenden? und ferner: Wieweit ist mit Keibung stets auch Abreibung 
der Oberflacnen terbunden? 

3. QuaUtfttives iiber die gleitende und ^olireiide Beibung beim Ereisel. 

Urn den Einflufs der Reibung beim Kreisel mit festem Sttitzpunkte 
zu stndieren, haben wir zunachst zuzusehen, unter welchen Umstanden 
Her die Eeibung zustande kommi Das Bild, welches wir uns von 
diesen Umstanden machen werden, ist freilich eifl sehr schematisches 
und idealisiertes und dttrfte von Fall zu Fall je nach den besonderen 
Yerhaltnissen der jedesmaligen Vorriclifcung erheblich von der Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betracliten wir z. B. die beiden Apparate, welche pay. 1 und 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibung ganz absehen dtirften, wiirde 
die Bewegung beider Apparate, sofern wir bei Nr. 2 die Masse der Binge 
gegeniiber der Masse des inneren Scnwungkorpers vernachliissigen, nacb. 
genau denselben Gesetzen erfolgeri. In Hinsieht auf die Reibung aber 
verhalten sie sich ganz verschieden. 

Bei dem Apparat von pag. 2 treten Reibungskrafte in den Punkten der 
drei Lager auf ; welche die Axe des aufseren, des inneren Hinges und des 
Schwungrades tragen. Wir haben es hier im Sinne des vorigen Para- 
graphen mit Fliissigkeitsreibung zu thun, wenn die Lager hinreichend 
geschmierfc sind. Jedenfalls wird die Reibungswirkung in einem Dreh- 
momente bestehen, welches um jede der drei Axen der augenblicfclichen 
Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Axen gerade 

*) Vgl. hierzu den oben zifc. Bericht von Masi. Wir verweisen ferner auf die 
ausgezeichnetenVersuche vonR. Strike ck: Die wesentlichenEigenschaften der GHeifc- 
und Rollenlager. Ztscbr. des Vereins deutscher Ingenieure 1902, Nr. 36, 38 und 39. 
Fiir die Theorie s. A. Sommerfeld: Ztachr. f. Math. u. Phys. 50 (1904) S. 97, 
Bowie Enc. d. math. Wise. IV, H), p. 297. 
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durch die Eulerschen Winkel ty, &, tp gegeben wird, so wurde in den 
Lagrangeschen Gleichungen fur diese "Winkel je ein Zusatzglied auf- 
treten, welches das Reibungsmoment fiir die fragliche Axe bedeutet. 
Wir gedenken darauf nicht weiter einzugehen, sondern bescbranken 
uns auf das Model! von pag. 1. Hier miissen wir zunachst die Gestalt 
des unteren Endes der Figurenaxe und die Gestalt der Pfanne, welche 
jene tragt, ins Ange fassen. Wir wollen annehmen, die Figurenaxe sei 
unten Tcugelformig abgerundet und die Pfannenoberflaclie sei ein Kreis- 
kegel; die Oberflachen seien trocken und nicht elastiscK nachgiebig. 





Fig. 74 a. 



Tig. 74 b. 



Die Beriihrung zwischen Kugel und Kegel findet dann allemal in einem 
festen horizontalen Kreise statt. Die Kugel verschiebfc sich bei alien 
Bewegungen der Figurenaxe in sick Ihr Mittelpunkt bleibt also im 
Raume genau fest. In diesem Mittelpurikte haben wir den als ruhend 
vor<wsgeset#ten Furikt des Kreisels vor uns. 

In dem Modell von pag. 1 1st der Kegel, der die Pfanne begremt, 
sehr flach; fur die tbeoretisohe Berechnung der Eeibung wird es be- 
quem ja sogar unumganglicb sein, ihn als absolut flach vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Ebeae ausarten zu lassen. Der Heine Kreis, in 
dem die Kugel den flachen Kegel beriihren wiirde, schrumpft dann in 
einen Pimkt zusammen, der stets genau senkrecnt unter dem Kugel- 
mittelpunkt liegt. Der Begriff ,,Stiitzpunkt" zerlegfc sich so in zwei 
Begriffe: Fester Pwrikt = Mitteljpmht der Kugel und Beruhrungspunkt 
P Grenze des eben genwnten bleinen Beriihrungslvreises. 

Freilich dlirfen wir uns nicht verhehlen ; dafs wir uns auf diese 
Weise von den wirMichen Bedingungen unseres Problemes entscheidend 
entfernen, dafs wir nach dem Grenzttbergange nicht mehr den Kreisel 
mit festem Punkte soudern aenau ffenommen den auf der Unterlage 
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frei beweglicken Kreisel vor uns kaben und dafs die Befestigung des 
Punktes in deni Mafse in Fortfall kommt, als wir den Kegei flacker 
werden lassen. Es gekt Her -wie so oft in den Anwendungen, dafs 
ein Grenziibergang matkematisck bequein aber physikalisck widersinnig 
ist (man denke an. den tfbergang von molekularen zu unendlick kleinen 
Dimensionen in der gesamteu tkeoretiscken Pkysik) und dafs man naek 
den Bediugungen d.er Aufgabe nur Us in die NaJie der G-renise, niclit 
Us zur Grenze selbst gehen dtirfte. In alien solchen Fallen wird die 
stillschweigende Yoranssetzung gemacht, dafs die matnematische Be- 
haudlung des Grrenzfalles nicht wesentlick von deni Falle der Wirk- 
lichkeit abweicht, eine Voraussetzung, die durch die Resultate der 
Beliandlung in der Regel bestatigt wird. Die entsprechende Voraus- 
setzung wollen wir hier ausdrucklich nervorheben : Wir nebmen an, 
dafs Beitliche Bewegungen des Punktes durch geeignete mecbaniscke 
VorricKtungen. an der Unterlage ausgescbiossen werden, dafg wir aber 
ini IFbrigen die Ueibungswirkung obne erb.eblicb.en Febler so berecbnen 
diirfen, als ob die Unterlage eine Ebene ware. 

Der tibergang Ton dem ursprunglicben Beriibrungs/cmse zu dem 
nunmehrigen Beriihrungs^M/;;^ ist desbalb geboten, weil wir sonst in 
endlose Weiterungen betr. die elastiscben Deformationen an der Be- 
riibrungsstelle verfallen wiirden. Wollten wir namlieh. mit dem Be- 
rubrungs?yeise operieren, so mufsten wir, um die Eeibung bestimnien 
zu konnen, zunachst festatellen, wie sick der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel iiber den Umfang des Beriihrungskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der yielen und wicktigen Fragen, die vom Staudpunkte 
der Meckanik starrer Korper unbestimmt bleiben Tind zu deren Beant- 
wortung die Elastizitatstkeorie kerangezogen werden miifste. All- 
gemein lassen sick bekanntlicn, wo es sick um die Lagerung eines 
Korpers kandelt ; nur seeks Auflagerunbekannte aus den seeks Gleick- 
gewicktsbedingungen der gewoknlicken Sta,tik im Raume bestimnien. 
Kommen deren rnekr vor, so bleiben die iibrigen statisch mibestimmt. 
Bei unserem Beriikrungskreise kaben wir aber unendlick viele Auf- 
lageruabekannte, weil der Auflagerdruck in jedem Elemente unseres 
Berukrungskreises nack Grrofse und Ricktung unbekannt ist. Die 
Frage gekort also in das Gebiet der Elastizitat. Mussen wir aber 
erst ejumal die elastiscken Deformationen in Recknung setzen, so mttssen 
wir auck beriicksiektigen, dafs der Berukrungs^rew wegen der elastiscken 
Abplattung der Oberflacken tkatsacklick in eine Beruki-ungs^ac/te iiber- 
gekeu wird. Die Grofse dieser Flacke und die Formanderungen unserer 
Kegel- und Kugeloberflacke miifstea auf elastisckem Wege ermittelt 
werden. Erst ; wenn dies gesckeken ; konnten wir die Yerteilung des 
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Gegendruckes und die Grofse der Reibung angeben. Die aufserordent- 
licken Sckwierigkeiten, welcke sick hieraus ergeben, umgelien wir eben 
durck unsere Annakme einer absolut nacken Pfanne und einer punkt- 
formigen Beriikrung. 

Unter dieser Annakme ergiebt sick der Gegendruck der Pfanne 
oder die Reaktion jR, derselben in vertikaler, d. k. zur Pfanne normalen 
Ricktung durck die einfacke Betracktung, die wir pag. 515 fur den 
a,uf der Horizontalebene beweglicken Kreisel anstellten. Aus dem 
Impulssatze folgt namlick kier wie dort 

(1) . . , E = M(g + ^, 

unter a die vertikale Koordinate des Sckwerpunktes in dem vom Be- 
zugspunkte auslaufenden festen ^-Koordinatensysteni verstanden 
(vgl. Fig. 74b). 

Bezuglick des Vorzeickens von R ist Folgendes zu beackten: Die 
Pfanne kann vermoge ikrer Festigkeit zwar, wenn es notig isfc ; eiuen 
aufserordentlick koken positiven Gegendruck kergeben, (unter positiv 
die Ricktung von unten nack oben verstanden),, aber nickt den ge- 
ringsten negaiiven. Sobald sick ein solcker im Verlauf einer be- 
stimmten Bewegung aus (1) berecknet, wiirde die Pfanne nickt aus- 
reicken, urn die Ruke des Punktes zu sickern: der Kreisel wiirde 
bei versckwindendem jR die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Hoke scknellen. Yon nun ab bewegt er sick nickt mekr wie 
der Kreisel mit festem Stiitzpunkt, sonclern besckreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Raume um seinen Sckwerpunkt, wakrond sick 
der Sckwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemafs bewegt. Wir wollen 
solcke Bewegungen von der Betracktung aussckliefsen, also annekmen, 
dafs dauemd 

g + *" > o 

ist. Es stekt mit dieser Annakme im Einklang, wenn wir spaterkin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Sckwerpunktsbesckleunigung 2" 
dauernd sekr klein ist gegen die Fallbesckleunigung g } so dafa wir 
den Gegendruck H auf seinen w statiscben" Bestandteil 

(2) R = Mf/ clem Kreiselgewichte 

reduzieren und von dem 7 ,dynami.scken Bestandteil" Ms" abseken konnen. 
Dies ist eine Vernacklassigung (Vernaclilassigungl), die wir im Interesse 
der Durckfiikrbarkeit des Reibungsproblemes macken; die GKiltigkeit 
unserer Resultate wird dadurck auf eine Klasse von Bewegungen be- 
sckrankt, die wir als , ; Praeessions-'aknlicke" bezeicknen konnen. (Bei 
der regularen Pracession ist ja z = const., also 0" == 0-, Pracessions- 
aknlick kann daker eine Bewegung genannt werden^ wenn g" niemals 
von Null sekr versckiedene Werte annimmt.) 
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Zttgleich mit R isfc auch die Reibung im Beriihrungspunkte P 
bekannt Wir unterscheiden dabei zunaohst gleitende und bohrende 
Reibung, bemerken aber, dafs die gesonderte Bereclmiing beider zu 
Bedenken Anlafs giebt, die im 6 besprochen werden sollen. Filr das 
Folgende kommen diese Bedenken nicht in Betracht, da, wie wir sehen 
werden, bei einigermafsen betracktlicher Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibung gegeniiber der gleitenden Reibung vernachl'assigt 
werden kann. 

Die gleitende Reibung ist eine im Beruhrungspunkte P angreifende 
Binzelkraft von der Grofee 
(3) W 



deren Richtung horizontal ist und, ebenso wie die Bewegungsrichtung 
von P, auf der augenblickHchen Rotationsaxe OR senkrecht stent 

(vgl. Fig. 75). Fur den Bezugspunkt 

ergiebt sich hieraus eine Drehkraft von der 

Grofse 

(4) M^wR, 

wo p den Hebelarm von W in Bezug auf 
0, d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreh- 
kraft stimmt mit der Richtung der Hori- 
zontalkomponente des Drehungsvektors 
iiberein. 

Die bohrende Reibung berechnen wir 
durch ihr Moment M 9 . welches die Verti- 




Pig. 76. 



kale OP zur Axe hat und dem Sinne 
nach der Vertikalkomponente dee Drehungsvektors entgegengesetzt ist. 
Der GtoroTse nach ist (vgl. den vorigen Paragraph) 

(5) M 2 = (i'R 



Wir wunschen uns ein Urteil dariiber zu bilden, wann der eine und 
wann der andere Reibungseinflufs uberwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berechnen wir die zugehorigen Arbeitsverluste d\ und d^ wahrend 
eines Zeitintervalles dt. Bedeutet Q die Grrofse der augenblicklichen 
Rotationsgeschwindigkeit, a den Winkel zwischen der Vertikalen und 
dem Rotations vektor OR, also Q sin a die Horizontal-, Q cos die 
Vertikalkomponente des Drehungsvektors, so wird 

und 

d!5t 2 = p sin a : a cos a p tg a : a. 
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Die Gvrofse a, welclie im vorigen Paragraph als mittlerer Eadius der 
Bertthrungsflache gedeutet wurde, konnen wir entsprechend der Ent- 
stehungsweise unseres Beruhrungspunktes P aus dem urspninglichen 
Beriihrungskreise als Radius dieses letzteren ansprechen. Die Grofse 
9 tg andrerseits bedeutet (vgl. Fig. 75) den Abstand des Beruhrungs- 
punktes P von dem Durchstofsungspunkte Q der augenblicklichen 
Rotationsaxe mit der horizontalen Pfannenoberflache. Unsere vor- 
stehende Proportion besagt daher, dafs die Arbeit der gleitenden 
Reibung kleiner oder grofser wie die der bohrenden Reibung ist, je 
nachdem die angenblicklicne Rotationsaxe den Beriihrungskreis durch- 
setzt oder nicht. Lassen wir den Beriihrungskreis nahessn in einen Punkt 
zusammenschrumpfen, so folgt, dafs nur bei nahezu vertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibung neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagegen bei merklich nicht vertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibung erheblich menr Arbeit absorbiert und daher er- 
neblieh grofseren Einflufs auf den Bewegungsverlauf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ab, im Folgenden die bokrende Reibung im 
AUffemeinen gegwwhw der gleitenden Reibung 2u vernachlassigen (Ver- 
nacMftssigung H). Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Figurenaxe nahezu der Rotationeaxe folgt, so wird die genannte Ver- 
nachlassigung solange zulassig eein, als die Figwr&naxe nicht merldich 
vertikal steht. 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Reibung sogleich noch auf 
eine zweite Weise ausdrttcken, namlich durch die Euler'schen Winkel 
93^^, -9 1 . Wir losen zu dem Ende den Rotatioasvektor Q in seine 
drei Komponenten 90', t/>', ^' nach der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie auf. 
Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten (p' } ty', %' gebildeten Linienzug auf 
die Horizontalebene durch 0, so ergiebt sich 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
vektors. Dieselbe wird nach Fig. 76: 



f 



sn K 




1/0" 4- V* sin r . 

Nach (4) und (6) ergiebt sich daher 
(7) d% t = - QpEytf* + 9 /a si 
Durch eine kleine formale Umanderung 
k&nnen wir diesen Ausdruck als lineare 

Funktion der Koordinatenanderungen rf-9 1 , dy, dip schreiben, wie wir 
ihn zum Ansatz der Lagrange'schen Gleichungen brauchen werden. 
Wir setzen n'amlich (7) so um: 



Fig. 76. 
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(8) 

Die Koeffizienten von d&, dy, dijj in diesem Ausdruck nennen 
(vgl. z. B. pag. 78) die ,,Komponenten der gleitenden Eeibung im Sinn 
der Koordinaten &, <p, V" imd scbreiben: 



Beziiglich der Grofse dieser Reibungskomponenten werden wir nns 
ebenfalls eine Ungenauigkeit zu Scimlden kommen lassen (Veniach.- 
lassigttBg III). Bei den wichtigsten Kreiselbewegungen fallt der Rota- 
tionsvektor immer nahezu init der Figurenaxe zusammen. Es wird 
also die Komponente tp' des Rotationsvektors nacli der Fignrenax 
erheblich grofser wie die Komponente &' nach der Knotenlinie. Bei 
der regularen Pracession wird sogar unter Absehung von der Reibung 
&' genau gleich Null. Indem wir also festsetzen, dafs in den Aus~ 
drticken der Reibungsarbeit und der Reibungskrafte & gegen <p' gestrichen 
werden soil, beschranken wir unsere Betracbtung abermals auf die 
?; Pracessions - abnlicben Bewegungen". 

In diesem Sinne scbreiben wir (7) und (9) 



(10) 



sn 



Einer Eiiauterung bedarf nierbei nock das doppelte Vorzeichen in (10). 
Es ist Har, dafs die Quadratwurzel in Gl. (7) stets mit dem positiven 
Zeicben zu recbnen ist, da die Reibungsarbeit stets negativ ist. Dasselbe 
gilt von den Quadratwurzeln in Gl. (8) und (9). Entwickeln wir diese 
Wurzeln nach tf/y, so baben wir sie in erster Naherimg gleich. 
1 9/ sin 0- 1, d. b. gleicb ^'sin^ zu setzen, je nacbdem p' selbst po- 
sitiv oder negativ ist. Dies gilt insbesondere aucb fur den Wert von 
<t>i, in dem wir den Nenner \<p' B in& gegen Faktoren des Zablers 
9)'sin 2 ^ gehoben haben : Das obere Vorzeicben in den Gl. (10) isfc 
also in denjenigen Fallen zu wablen, wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Siune des Ubrzeigers rotiert (y'>0, Fig. 77 a), das untere im 
entgegengesetzten Falle (y'<0, Fig. 77 b). 

Wir haben jetzt aUe Vorbereitungen zur angenaberten Losung des 
Reibungsproblemes getroffen, die uns im nacbsten Paragraphen be- 
sebaftigen soU. Nanientlicb werden wir una dabei von der aus der 
Beobachtung woblbekannten Tbatsacbe Recbenschaft zu geben haben, 
daTs die Figurenaxe des Ereisels durcb die gleitende Reibung im Mittel 
Jangsam aufgericbtet wird. 
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Es wird aber gut sein, eben diese Thatsacbe schon vorher auf 
einem wenn aucli selir ungenauen Wege plausibel zu macben, der uns 
die Wirktmg der Reibung rein anschaulich zu verfolgen erlaubt. 

Wir nehmen an, der Kreisel befinde sich in schneller Rotation 
und die Rotationsaxe falle nabezu mit der Figurenaxe zusammen. Ein 
gleiehes gilt dann aucb von der Impulsaxe, deren Lage sich. ja aus 
der Lage von Figurenaxe und Rotationsaxe bestimmt. Wir haben also 
zur Versinnlichung des Impulses von aus einen sehr langen Vektor OJ 
abzutragen, und zwar ungefahr in der Richtung der positiven Figuren- 
axe, d. b. nach. oben nin> oder in der ungefahren Richtung der negativen 
Figurenaxe, d. b. nacb unten bin verlaufend, je nachdem die Rotation 
des Kreisels im Sinne des Ubrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
um die positive Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird durch 
einen Vektor OR dargestellt, welcber annahenid ebenso wie der Impuls 
gerichtet ist, also das eine Mai nacb oben, das andere Mai nacb. 
unten. Den ersten Fall stellt Fig. 7 7 a, den zweiten 77 b dar. Der 
Einflufs der gleitenden Reibung auf die Kreiselbewegung aufsert sicb, 
wie wir saberi, in dem Auffcreten eines Momentes M lt welcbes dieselbe 
Axe wie die Horizontalkomponente des Rotationsvektors und den ent- 
gegengesetzten Sinn bat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OH des Rotationsvektors in unseren beiden Figuren ein, so ist da- 
durch der Sinn des Reibungsmomentes bestimmt. Der fraglicbe Pfeil, 
welcber M darstellt, mufs in Fig. 77 a von reclits nacb links, in. 77 b 
von links nacb recbts verlaufen. 





Pig. 77 a. 



?ig. 77 b. 



Nacb. den fundamentalen Bigenscbaffcen des Impulsvelctors setzt 
aicb nun dieser in jedem Zeitteilchen dt mit dem Zusatzimpuls der 
aufeereu Krafte zusammen. Soweit letzterer von der gleitenden Reibung 
berriihrt, ist er gleich M^dt\ das Resultat seiner Zusammensetzimg 
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mit dem Impul0vektor Of ist in den beiden Piguren angedeutei In 
beiden Fallen besteht die Wirkung des Zusatzimpulses darin, dafs die 
Horizontalkomponente des Gesamtimpulses etwas verkleinert wird, die 
Yertikalkomponente ungeandert bleibt. Der Grb'fse nach wird also der 
Imptds etwas geschwaeht, der Richtung nach etwas mefar vertical gestellt. 
Sein Endpunkt wandert dahei in der dwrok den Endpunkt des Anfangs- 
impulses gelegten Hbrinontalebene von J nach Jj. 

Der Einflufs der Reibung auf die Ricktungsanderung des Impuls- 
vektors wird offenbar um so geringer sein, je grofser die jeweilige 
Lange des Impuldffektors ist; denn die Hinzufiigung der Meinen Strecke 
JJ if welche nur von der Grofse des Gegendruckes R, vom Eeibungs- 
koeffizienten /t, dem Kugelradius Q und dem Zeitelement dt abhangt, 
macht gegeniiber einem langen Yektor J weniger aus wie gegenuber 
einem kiirzeren. Die Umlagerung des Imymlsvektors erfolgt also um so 
langsamer, je starker der Anfangsimjauls war oder je scJmeller der Kreisel 
u/rsprunglich rotierte. 

Natflrlicli wird der Impukvektor OJ gleichzeitig auch durch die 
Einwirkung der Schwere abgeandert. Ans diesem. Grrunde versckiebt 
sich der Endpunkt des Impulses in jedem Augenblicke im Sinne der 
Axe des Schweremomenfces, d. h. irn Sinne der Knotenlinie. Da aber 
die Ejttotenlinie auf der Figurenaxe genau und auf der Impulsaxe an- 
genahert eenkrecnt steht, solange unsere Voraussetznng des angenaherten 
Znsammenfallens von Figuren- und Impnlsare zutrifft, bringt die Sckwere- 
wirkung angenahert keine Andernng in der Grofse und Neignng des 
ImpulsTekfcora gegen die Vertikale nervor. Da tiberdies die Knoten- 
linie auf der Vertikalen genan senkrecht steht, tritt der Impuls-End- 
punkt auch. wegen der Scnwerewirkung nicht aus der genannten fosten 
Horizontalebene heraus. Unsere obigen Behauptungen beziiglich. der 
Grrofsen- und Lagenandentngen des Impulses bleiben also auch bei 
Beriicksichtigung der Schwerewirkung beatehen. Man bemerke ins- 
besondere, dafs der Sinn des Schweremomentes ? welches von der Lage 
des Schwerpunkfces auf der Figurenaxe abhangt, fur unaere Uberlegong 
belanglos ist. Der Impulsvektor wird also je langer je mehr dwch die 
Reibung aufgerichtet, gleichviel ob der Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb 
des Unterstiiteungspunktes liegt. 

Wir mochten nun aber zeigen und erst mit diesem Nackweis 
erreichen wir unsern eigentlichen Zielpunkt , dafs sick ebenso wie 
die Impulsaxe auck die Figurenaxe des Kreisels verkalt. 

Zu dem Ende bemerken wir, dafs zunackst die Rotationsaxe bei 
dem Kugelkreisel genau, bei dem symmetriscken Kreisel angenakert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Figurenaxe andrerseits wird 
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fortgesetzt urn die jeweilige Eotationsaxe auf einem Kegel umgedreht. 
Und zwar geht bei hinreichend starkem Eigenimpuls diese Umdrehung 
?iel schneller vor sick, wie der Wechsel der Eotationsaxe selbst, der- 
art T dafs wahrend einer vollen TJmdreliinig der Figurenaxe sieh die 
Rotationsaxe nur wenig verschoben hat. In der That wird die Be- 
wegung der Impulsaxe und daher auch die der Eotationsaxe um so 
langsamer, je grofser der dem Kreisel ursprunglieh erteilte Impuls war, 
wahrend die Umdrehung der Figurenaxe um so schneller wird, je 
grofser jener Impuls ist. Von einer gewissen Grofse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Eotationsaxe als unendlicli langsam gegen- 
iiber der Bewegung der Figurenaxe gelten konnen. Sie verlauft alsdann 
ia solchem Sinne, dafs der Winkel xwischen Botationsaxe un.d Figurenaxe 
sick jedenfalls nicht dauernd, hSch&tens einuial fQr kurze Momente 
vergrofserfc und immer klein bleibt. Somit folgt: Im Mittd mufs sich 
auch die Figwrenaxe unter der Einwirkwng der Reibung aufrichten, und 
aww um so langsam&r, je schneller die anfdngliche Rotation war. Dieser 
inittleren Bewegung werden sich Heine Schwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe ilberlagem, die von der fortgesetzten Umdrehung um 
die Eotationsaxe herrtihren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Tertikalen nahern und von ihr entfemen. 

Dafs die Eeibung ein Aufrichten der Figurenaxe auch dann zur 
Folge hat, wenn der Schwerpunkt oberhalb des Stiitzpunktes liegt, 
und daher mit der Hebung der Figurenaxe eine Arbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vielleicht. auf den ersten Blick iiberraschen. Denn 
die Eeibung kann doch stets nur Arbeit verzehren und keine Arbeit 
leisten. In Wirklichkeit liegt natttrlich die Sache so, dafs die zur 
Schwerpunktshebung erforderliche Euergie aus der lebendigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der auch die Eeibung zehrt. Die 
Verktirzung des Impulsvektors, welche eine Verminderung der leben- 
digen, Kraft zur Folge hat, bildet daher, falls der Schwerpunkt ober- 
hftlb des Stiitzpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufrichtung 
des Impulsvektors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Eeibung ist somit die auf- 
rechte Kreiselbeweffung. Der zu dieser Bewegung verfiigbar bleibende 
Impuls ist durch die anfangliche Vertikalkomponente n des Impuls- 
vektors gegeben, durch welche sich auch die gleichformige Eotations- 
geschwindigkeit bei der aufrechten Bewegung vorauabestimmt. Nach- 
dem einmal Impuls-, Eotations- und Figurenaxe in der senkrechten 
Lage zusammengefaUen sind, ist die gleitende Eeibung aufser Th'atig- 
keit gesetzt: der Kreisel ko'nnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in. 
dieser Lage ungeschwacht fQr alle Zeit fortrotieren. 
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Letzteres widerspriclit aber offenbar der geineinen Erfahrung, wo- 
nach jede Bewegung durch Reibungseinflusse scliliefslicli definitiv ver- 
nichtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur erne Folge der 
willldirlictenUnterseKeidurig zwischen gleitender und bohrender Reibung 
und der Vernachlassigung der letzteren. Wir miissen uns daher jetzt 
noch ein ungefahres Urteil iiber die Wirkung der bolirenden 'Reibung 
verschaffen. 

Nach dem obigen vorlaiifigen Ansatz liefert die bohreude Reibung 
ein Moment ; welches der Vertikalkomponente des Rotationsyektors ent-- 
gegenwirkt. Ira Falle yon Fig. 77 a (Rotation im Sinne des Uhrzeigers 
um die Figurenaxe) ist der Rotationsvektor nacb. oben gerichtet, also 
wiirde das Drehmoment JSf 2 ^ er bohrenden Reibung durch einen Pfeil 
darzustellen sein, der von aus nach unten lauft. Dieses Drehmoment 
setzt sicb ebenso wie das Brelimoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhanden&n Impuls O/zusammen. Hierbei wird, 
wie man sieht, der Impulsyektor von der Vertikalen abgeUnht, indem 
sein Endpunkt etwa VOB. J uach J 2 verlagert wird. 

Das gleiohe gilt aber auch im Falle der Fig. 77 b, wo der Pfeil 
des Drehrnomentes Jf 2 nach oben weisen wiirde und der Impuls bei der 
Zusainmensetzung mit Jf 3 gehoben wird. Sein Endpunkt wandert 
dabei etwa Ton J nacK J" 2 . In beiden Fallen ist die Urnlagerang des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung rnit einer Verldirzung des Im- 
pulses verbunden. 

Die bohrende Reibung arbeitet also in einer Hinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie strebt den Impulsvektor von der Vert'ikalen 
m entfernen. In anderer Hinsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung: sie schwdcM den Impuls daucrnd. Da wir sahen, 
dafs der Einflufs der bolxrenden Reibung, solange die Rotationsaxo 
merklich von der Vertikalen verschieden ist, klein gegenuber dem Em- 
flufs der gleitenden Reibung ist, so wird dieser letztere jedenfalls den 
Ausschlag geberi und es wird trotz der bohrenden Reibung ein Auf- 
richten der Figurenaxe erfolgen. Hochstens konnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einflufs der bohrenden Reibung etwas verzogert 
werden. Andrerseits ist xu beachten, dafs das Aufrichten um so 
schneller erfolgt ; je kiirzer der Impulsvektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Lange des Impuls vektors reduziert, ihrerseits 
das Aufrichten indirekt besclileunigt. Diese indirekte 'Wirkung der 
bohrenden Reibung wird daher ihre direkte Wirkung, den Impulsyektor 
von der Vertikalen abzulenken, teilweise konipensieren. 

Ist aber die aufrechte Lage annahernd erreicht, so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsaehe in ihr Recht, weil alsdann die gleitende 
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Die Grtmdgleichttngen, von dene* wir auszugehen haben, sind in 
ganz ahnlicher Form schon pag. 154 und pag. 220 u. f. entwickelt 

worden; sie lauten: _ . 4 

a) Der Ausdnick der lebendigen Kraft des symmetriscnen Kreisels: 



b) Der Zusammenhang zwischen Impuls- und Geschwindigkeits- 
koordinaten: 



= 12. = A sin 8 &il>' + C cos & (V 4- cos 

dip 

! 

c) Die Auflosung der beiden ersten der vorstehenden Gleickungen 
nach den Geschwindigkeitsfcoordinaten: 

1 i' 



d) Der partielle Differentialquotient der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate &: 

3T t, , -arx ^ ,' (JV COB0W) (w COS -O 1 J^T) 

W IF -4(**'--ff)a** ^Lsin'^ -- 

e) Das Gesetz fiir die linpulsanderungen oder die Lagrange'schen 
Gleiclmngen im engeren Sinne: 



(6) = T 

(7) ^ + (y 

Statt der Gleiclmsg (7) haben wir beim reibongslosen Kreisel den 
Satz der lebeadigen Kraft bemitzt, der gich dadnrck empfani, dafs er 
die Ansfaiming einer Integration in sich scnlofs. Im vorliegenden 
Falle geht dieser Vorteii verloren, well der Eeibungswiderstand keine 
konservative Kraft ist, und wird daher die Q-leichung (7) wegen ikrer 
einfaclieren Bauart bequemer als jener Satz. 

Wir wollea die Bedeutung der letzten drei Gleickungea der Beilie 
nach durchgehen. 

Gleiehung (5) sagt ans, dafs die VertiJcalkomponente des Impulses 
durdi die gteitende Meibung nickt teeinftufst wrd, wie wir achon im 
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vorigen Paragraph erkannten, n kann daher nach wie Tor als eine durch 
den Anfangszustand gegebene Integrationskonstante angesehen werden. 
tjTbrigens folgt dieses Resultat allein aus unserer Verrachlassigung n 
der bohrenden Reibung und ist YOU. der Emftlhrang oder Nichtein- 
fuhrung der Veniachlassigungen I und HE unabhangig. 

Aus GU, (6) schliefsen wir, dafs sich der Absolutwert des Eigen- 
impulses N dm&md im gleicken, ndmlich im abnehmenden Sirtne andert. 
Wegen der Bedeutung des doppelten Vorzeichens (vgl. pag. 552) be- 
reclmet sicii namlich fur dN aus Gl.. (6) ein negativer oder positirer 
Wert, je naclidem y oder ; was auf dasselbe herauskommen wird, je 
aachdem N positiv oder negativ ist. Die Grofse von N konnen wir 
hiernach als eine Art Zeitmesser benutzen, da wir den Ablanf der Be- 
wegung ebensowohl auf die abnekmenden Werte von jJV^j wie auf die 
wachsenden Werte von t beziehen konnen. Mit anderen Wdrten: ww 
Iwnnen statt der Zeit t die Grojse N als unaWidngige Variable ef-nfuhren. 
Ist die wechselnde Lage des Kreisels, insbesondere der Winkel ^, als 
Funktion von N bekannt, so lafst sich der zeitliche Verlauf der Be- 
wegung nachtraglich feststellen, indem man nach (6) bereehnet: 



In Q-l. (7) kommen zunachst drei Veranderliche vor, namlich t, 
N und -9-. Statt -9- fiihren wir wie firaher die HiilfsgrSfse 
(9) w = cos 0- 

ein, iiberdies eHminieren wir die Variable t mittels der Gl. (6) und be- 
nutaen nach der vorstehenden Bemerkung fernerhin N als unabhangige 
Variable. Zu dem Bnde iat es nur notig, die nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten von # durch solche nach N zu ersetaen. Wir 
liaben: 



dN ~ M . a d& -, dit 

^^ ^ ^^ ^ 

*u dN 



' 



Gl (7) lafst sich daher mit Rucksicht auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfache Form schreiben: 

- u W p , 

w y A 

Das Problem ist son/lit auf eine einzelne gewohvdiche DifferentialgleichMng 
gweiter Qrdnmg zwischen u und N redugiert. 

Wir beabsichtigen nicht, diese Gleichung in geschlossener Form 
oder durch irgend welehe Reihenentwicklung au integrieren, Vielmehr 

36* 









wir 

zwar 

zeie' 
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wsrden wir versuchen, auch ohne formelmalsige Integration dureh sach- 

gemafse Diskussion der Differentialgleichung das Wesentliche nber den 

Verlauf der Integralkurve zu erfahren. ^ 

Da die Gestalt der Integralkurve wesentlich von ihrer Krunirnung 

uud dicse von dem zweiten Differentialqnotienten abhangt, so werden 
r darauf gefiihrt, die rechte Seite von (11) naher zu studieren. Und 
ar werden wir zuniichst feststellen, wo die rechte Seite einen Vor- 
chenwechsel aufweist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleicliung: 

(12) * - ft JO (N - !*) -AP(1- w 2 ) 2 = 0. 

Hier ist es noch bequem, mit dem Quadrat der Impulskons tauten n zu 

dividieren und die Abkurzungen 

N 2 AP 

(IB) -ir - 8 --^- 

einzufiihren. Die Grofse ist dann, ebenso wie der Neigungscosinus 
tt, eine reine ZaM. Das aieiche gilt nach pag. 293 von der Grofse 
m 2 , wobei das positive oder negative Vorzeichen zu wahlen sein wird, 
je naclidem P positiv oder negativ ist, der Sehwerpunkt also iiber oder 
uiiter dem Stutzptrakte liegt. Unsere Gleichung (12) verwandelt sich 
so in eine Grleicbung zwischen den drei unbenannten Zablengrofsen u, 
v und m 2 , namlicn in: 
(14) (1 - uv] (v-u) = m 2 (1 w 2 ) 2 . 

Wir deuten u als Ordinate, v als Abscisse in einer w ; ?;-Ebene; die 
dureli (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordnung bezeichnea wir &]&,Leitlinie, da sie der spater zu kon^truieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Fiihrung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der Gl. (11) niufs sich, wie wir zeigen werden, u.m unsere 
Leitlinie in unmittelbarer Umgebung derselben herumschlangeln. 

Die Grestalt der Leitlinie ist in Fig. 78 dargestellt; und zvvar be- 
zieht sich die ausgezogene Linie auf den Fall P > ; svo in (14) das 
positive Zeichen gilt, die punktierte Linie auf den Fall P < 0, in 
welchem m 2 mit dein negativen Yorzeiclien versehen ist. Wie Grl. (14) 
zeigt, entsteht die letztere aus der ersteren, wenn man u, v mifc u, v 
vertauscht, wenn man also die erstere Linie urn den Anfangsptmkt der 
M, v-Ebene dm-ch den Winkel von 180 dreht. Hiernaeh geniigt es, 
den Fall P>0 allein zu betrachten, also in Gl. (14) lediglich das 
obere Vorzeichen zu berucksichtiffen. 

G 

Zor Begriindung uuserer Figur 78 sei folgendes bemerkt: Kon- 
sti-uiort man die gleichseitige Hyperbel 1 = uv und die Gerade v = u, 
so teilen diese die Ebene in sechs Gebiete; in dreien derselben hat die 
liuke Seite von (14) positives, in den iibrigen negatives Vorzeichen. 



L 
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Nur in den ersteren Gebieten, die in der Figur durch Schraffierung 
kenntlich gemacht sincl, kann nusere Leitlinie verlaufen, da sonst Gfl. 
(14) nicht erfullbar ware. 

Ferner ist es fur die Grestalt der Leitlinie wesentlich, dafs wir m z 
als Meine ZaM voraussetzen diirfen. Denn wir betrachten nur Be- 



v-o 



U.-V 




u-v 



wegungen, bei welchen dem Kreisel anf anglick eine schnelle Umdrehung 
oder ein starker Impuls erteilt "wnrde. Unter einem starken Impuls 
verstehen wir aber nach pag. 293 einen solchen, fiir den N 2 erheblicli 
grofser als die gleichbenannte Grofse AP, fiir den also J.P/JV 2 ein 

ist. Da mm die Vertikal- 



kleiner center Bruch beispielsvreise < -v^ 
komponente n des Impulses von derselben Grofsenordrrang wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist ; so wird auch AP/n 2 m 2 ein kleiner 
echter Bruch. In der Figur haben wir nur w 2 =l/9 gewaLlt, weil bei 
nocli kleinerem w 2 unsere Zeicnnung undeutlich. wiirde, wahrend wir 
fiir die Zwecke der spateren Rechnung an der Annahme m 2 < Q -^ fest- 
kalten werden. 

Man iiberzeugt sich. sodann nach der iiblichen Methode der Potenz- 
entwicklung leicht, dafs die Punkte Pj (u '0 = 1') und P 2 (u =v = 1) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kuryentan- 
genten in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel a einschliefsen, der sich aus 



bezw. aus 



a "J^-, (PunktP,) 
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berechnei Im Punkte P ist der genannte Winkel also ein wenig 
grofser, iDuPg ein wenig Heiner wie 45. 

Aus Gl. (14) folgt ferner leicht,, dafs .unsere Leitlinie eine und nur 
eine zur v-Axe parallele Tangente mit dem Berukrungspunkte 

i 1 /, a i \ 

W *"^ . a * v SSS ~T~" I TC 7/P ""I" 1 ""* "T" 5 A I 

4m s> 2 \ 4w s / 

besitzi Hieraus ist zu schliefsen, dafs die beiden durek P x nach oben. 
bin verlaufenden Kurvenaste sich in einer Schlinge vereinigen. Die 
beiden durch P 8 nach links auslaufenden Aste konnen sich dagegen 
nicht zusammensckliefsen, da der obere Ton iknen sick asymptotisck 
der Abscissenaxe annakert. Das gleicke gilt von dem durck P nack 
unten reehts verlaufenderi Aste. 

Durck diese und aknlicke Betracktungen lafst sick die Gestalt 
unserer Leitlinie mit kinreickender Sickerkeifc im Falle P>0 fest- 
stellen. Ihre Grestalt im Falle P<Q wird dann durck d^ie sckon er- 
waknte Umdrekung aufi jener abgeleitet. 

Welcken Nutzen gewakrt uns nun die Kenntnis der Leitlinie fur 
die Integration der Grleickung (11)? Wir Bckreiben uns diese Crleichung 
zunachst so um, dafs darin lauter unbenannte Gfrofsen vorkommeu. Zu 
dem Zwecke diyidieren wir sie mit w 3 /*4. 3 und ersetzen 

d*u 



Der Faktor von ' -^r wird auf soleke Weise, wenn wir die iiblicke 
Abkflrzting P == ^ MgE einfiikren: 



mit der weiteren Abkiirzung 

nnd unsere G-leichung (11) geht iiber in 

39 - VJ _ . . \ / . \ 

(15) (t 

bez. in 






Nun versckwindet die reekte Seite jeder dieser (yleichungen nur in 
den Punkten der zugekSrigen Leitlinie imd es tritt daker ein Wecksel 
im Sinne der Ejrfimmung unserer Integralkurve nur ein, wenn dieae 
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die Leitlinie iibersehreitet Wegen der Bedeutung von M = cos # 
brauchen wir nur denjenigen Streifen der , v-Ebene zu betrachten, 
der zwisehen den Geraden u = 1 enthalten ist; diejger wird von der 
Leitlinie in Tier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete ziikommende 
Yorzeichen von d*u/dv* ist in den Figuren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt es am einfachsten dadurch fest, dafs man von dem Punkte 
u = v = ausgeht, in welchem die rechte Seite von (15) gleich m 3 , 
die von (16) gleich + m 2 wird. Hierdurch ist das fragliche Vor- 
zeichen fur jeden Punkt unseres Streifens bestimmt. In den mit -f 
beaeickneten Gebieten ist die gesuchte Integralkurve, aus der Richtung 
der positiven Ordinatenaxe 'betrachtet, konkav gelcrummt, in den mit 
bezeichneten G-ebieten komex; beim Hberschreiten der Leitlinie besitzt sie 
jedesmal einen Wendepunkt. 

Tim von hieraus die Integralkurve wirklich konstruieren zu konnen, 
miissen wir uns zunachst bestimmte Anfangsbedingungen geben. Wir 
bezeichnen den anfanglicnen Neigungscosinus der Figurenaxe gegen 
die Vertikale mit w und setzen etwa fest, dafs zu Beginn der Impuls- 
vektor genau in die Richtung der Figurenaxe falle, dafs also der Kreisel 
zu Beginn keinen seitlichen Anstofs ernalte. Dann gibt der Anfangs- 
wert N des Eigenimpulses zugleich die Gesamtlange des Impulsvektors 
und es ist die Vertikalkomponente des Impulses n = N u . Unsere 
Integralkurve beginnt daner in einem Punkte P 0; dessen Koordinaten 
U Q) V Q der Gleichung 1 =U Q V Q geniigen, welcher also auf der (in Fig. 79 
und 80 gestrichelt eingezeichneten) gleichseitigen Hyperbel liegt. Femer 
ist hierdurch zugleicb. die Anfangstangente der Integralkurve bestimmt; 
wenn namlich der Impulsvektor die Richtung der Figurenaxe hat, so 
fallt auch die augenblickliche Rotationsaxe in die Figurenaxe hinein. 
Die Figurenaxe steht also momentan im Raume still und es ist 

_ = und daher auch -^ = sowie -^.= 0. 
at dN dv 

Unsere Integralkurve setzt also im Punkte P Q mit einer horizontalen 
Tangente ein. 

Von dem weiteren Verlauf der Integralkurve gilt die allgemeine 
Bemerkung: dafs sie f awf die Abscissenaxe senkrecM projiziert, diese 
uberall einfach uberdecken mufs. Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
dei: Absolutwerfc von N mit wachsendem t bestandig ab, desgleichen 
der (notwendig positive) Wert von >o Da nun zu jedem Werte 

iff 

von t nur ein Wert von w gehoren kann, so kann auch jedem Werte 
von v nur ein Wert von u entsprechen. 

Betrachten wir nun 2. B. Fig. 79 (P> 0). Der Aiifangspunkt P 
liegt in einem Gebiete negativer KJriimmung (d. h. einem Gebiete, wo 
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(Pu/dv*<0)', die Integralkurre ist also von oben gesehen konvex 
Da sie in P ' eine horizontal Tangente hat, mufs sie nacli unten ura- 
biegen und bald mm Sclmitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei geht 
sie mit einer Wendung in ein Gebiet positiver Kriimmung iiber, yer- 
lauffc also von jetzt ab nach oben bin konkav. Die zwei Moglichkeiten, 



V'O 




Eg. 79. 




V-0 



s~- 




3 



die sich. nun bieten, aind in Fig. 79 angedeutet: Die Integralkurve 
mufs die Leitlinie zum zweiten Mai scbneiden; dieser Sclinittpunkt 
kann nun entweder, von P aus gereehnet, diesseits von ]\ liegen, 
oder jenseits. Die in der Figur ausgezogene ; wellenformige Grestalt 
der Integralkurve enfcspriclit der ersten, die punktierte Gestalt der 
zweiten Moglichkeit. Wir wolkn zeigen, dafs nur die erste Mogtichkeit 
der Wirklichkeit entspricht. 

Zum Beweise naben wir aufser dem Vorzeichen der Krummung 
deren Grrofse m beacbten. Letztere ist in recbtwinkligen Koordinaten 
M, i' bekanntlich durcb den Ausdruck 
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\dv 



gegcben. Wir werden statt dessen als einen angenakerten Ausdruck 
fur die Kramnrang den folgenden 



substitoiieren, dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleicliung (19) entnekmen konnen. Dieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und stimnat nur dann niit dem genauen Wert der Kriimmung 
hinreichend libereiu, wenn die JSTeiffung der Kurventaiiffente segen die 

' O CJ D O O 

Abscissenaxe klein ist. Dafs dieses in unserem Falle xutrifFt, konnen 
wir nickt init Sicherlieit behaupten; nur soviel ist nack einer Be- 
inerkung auf der vorigen Seite klar, dafs die Neigung der Kurveu- 
tangente niemals unendlick. grofs werden kann; denn dann wiirde die 
Projektion der Integralkurve auf die Abscissenaxe diese nicht mekr 
eindeutig iiberdecken. 

Auf der Leitlinie selbst bat wie wir wissen die Integralkurve die 
Kriimmung Null. Ersetzeu wir in der Grleicbung (15) die Zabl in* 
durcli eine wenig kleinere oder grofsere, so entsteben zwei Nacbbar- 
kurvea der Leitliuie von wesentlich gleicbem Verlauf, welcbe beispiels- 
weise bfeide durck den Punkt P t kindurckgeken und sick asymptotisck 
der positiven Abscissenaxe ansckliefsen. Wir konnen etwa statt der 
kleuien Zakl w 2 das eine Mai den Wert Null, das andere Mai den 
Wert 2w 2 einsetzen. Die erste unserer Nackbarkurven fallt dann in 
dem uns interessierenden Gebiete mit der Hyperbel uv = 1 zusammen, 
die zweite kat die Gleickung 



In den Piinkton der ersteri bez. zwoiten Nachbarkurve besitzt die 
Tiitegrulknrve nacb Gl. (15) die angenaherte Kriimmung 



dv* 



Der Wert von w 2 solltc etwa ~ 5 sein. Der Reibungskoeffizient p 
ist ein editor Brash; als Grofsenordnung kann man etwa | annekmen, 
so dafs ^ etwa ^ wird. Auck die Yerkaltniszakl A = | ist ein 
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ecktor Bruck, da der Sckwerpunkt einen merklicken Abstand von dem 
festen Punkte kaben mufs, wenn anders wir es uberkaupt mit einem 
w sckweren KreiseF zu tkun kaben, wakrend die die Figurenaxe naek 
untenkin begrenzende Halbkugel sickerlick einen kleinen Eadius be- 
sitzen wird. Urn eine bestimmte Angabe zu macken, wollen wir etwa 

.A 2 gleiek -TJ::: (d. h. J5 ca.32p) setzen. Unter diesen Voraussetzungen 

wird die angenakerte Krilmmung der Integralkurve auf unseren beiden 
der Leitliaie benaekbarten Kurven gleicn 10, der angenaherte 
KrilmmtingSTadius also nur gleicn ein Milliontel der Einheitsstrecke 
unserer Figur. Dabei ist der Abstand unserer beiden Nachbarkurven 
von einander und von der Leitlinie ein aufserst geringer, namlicn 
selbst von der GrofBenordnung m* und er vermindert sich. iiberdies mit 
wachsender Annaherung an den Punkt Pj. 

Die Kriimmung der Integralfwrve also, die a/uf der LeitMnie selbst 
den Wert Null hat, wird in nachster Nahe derselben schon sehr grofs. 
Sobald sich die IntegraMcwrve nur merldich von der Leitlinie entfernt hat, 
mufs sie schkunigst wieder uwibiegen und sich der Leitlinie dbermals 
nahern: Die Integralkurve ist hiernach gezwmgen, mit aufserst geringer 
Amplitude und Syannweite urn die Leitlinie herumzuoscillieren, abnlich 
wie ein. Massenpunkt um eine Rukelage mit kleiner Amplitude und 
kurzer Schwingungsdauer herurnpendelt, wenn er schon bei geringer 
Entfernung von der Ruhelage durch eine grolse Kraft nacn jener 
zuriickgetrieben wird. 

Somit isfc bewiesen, dafs der in der Figur 79 punktiert gezeichnete 
Verlauf der Integralkurve bei kleinem Werte von m 2 , d. h. bei grofsem 
Anfangsimpuls unmOglich ist und dafs der geschlangelte, ausgezogene 
Yerlauf mindestens qualitativ der Wirklicbkeit entspricht. Der punktiert 
gezeickaete Weg mag vielleicht bei schwachem Anfangsimpulse zur 
Geltung kommen, dock geken wir auf diesen minder wicktigen Fall 
nickt ein. Die entspreekenden Uberleguugen und Konstruktionen lassen 
sick fast Wort fur Wort auf den Fall P < iibertragen; wir konnen 
daker bekaupten, dafs auck in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie kerumpeudeln mufs und niemals erkeblick von ikr abbiegen kann. 

tibrigens lafst sick die kier befolgte Scklufsweise, die wir als 
grapkiscke Integration bezeicknen konnen, sofort auf den allgemeinen 
Fall der Differentialgleickung 



Iibertragen, wenn die Funktion f(u, v) in der Umgebung der ,,Leit- 
linie" f(u, v) == ein starkes ftefalle besitzt und der Anfangspunkt 
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der Integralkurve der Leitlinie nicht zu fern angenommen wird. Auch 
Mer mufs die Integralkurve fortgesetzt um die Leitiinie nerumpendeln. 

tjber die Amplitude und Spannweite der Pendelungen baben wir 
bisber nur gesagt, dafs sie aufserst Mein sein mfissen; wir f&gen noch 
nin25U ? dafs sie um so Idein&r ausfallen mussen, je Idein&r die Zahl m\ . 
je grofser also der anfdngliche Bewegungsimpuls ist, wnd dafs sie mit 
zunehmender Annaherung cm den Punkt P^ abnehmen miissen. 

Denken wir uns, um dieses einzuselien 7 die Niveanliuien des Aus- 
drucks f (u, v) konstruiert, welcker unserer Differentialgleiclnmg znfolge 
die angenaherte Krummung der Integralkurve bestimmt, in der Weise, 
wie dies fiir die speziellen Niveauliriien f(ii, v~) = (die Leitlinie) ) 

uad f(u, v) == + -, TTg (die beiden oben genannten Nactibarkurven) 

gesclielien ist. Diese Niveaulinien liegen um so dich.ter ; je kleiner w 3 
ist ; aufserdem verdichten sie sicb. in der Nahe des Punktes.P^ da sie 
alle dureh diesen Puokt biudurch. mtissen. Die Dichtigkeit der Niveau- 
Hniea liefert aber direkt einen Mafsstab fiir die Krummungszunahme 
der Integralkurve in der Nahe der Leitlinie und fiir ihre Tendenz, 
nach der .Leitlinie zuriickzukekren. Nocb anschaulicner konnen wir 
uns den Ausdxuck f(u,v) als ein Relief modelliert denken, indem .wir 
uns den absoluten "Wert von f(u, v) als dritte Koordinate senkrecbt 
zur u, -Bbene auftragen, wobei die eben genannten Niveaulinien zu 
Hohenlmien des Beliefs werden. Es entsteht so eine Einne, deren 
Solile in der u, t?-Ebene liegt und mit unserer Leitlinie zusammen- 
fallt und deren Boscnungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner w 2 ist und je mehr wir uns dem Punkte P nanern. In 
letzterem stellen sich die Boscnungen genau lotrecht. Wiederum 
waenst mit der Steilneit der Boscnungen die Schnelligkeit, mit der 
die Integralkurve bei seitlicner Abbiegung der Leitlinie wieder zustrebt. 
Die Integralkurve verlauft ahnlicb. wie die Babn. eines schweren Punktes, 
der in der (reibungslos gedacbten) Einne entlang lauft, zugleicn aber 
vermoge eines seitlicnen Anfangsanstofses abwechselnd recnts und links 
an den Raiidern etwas auflauft. Wakrend die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen erreichte Hohenlage nacb. dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in borizontaler Eicbtung genieasene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je grofser die Steilneit der 
Bander ist; desgleichen wird die Zeitdauer der aufeinanderfolgenden 
Pendelungen oder, was auf dasselbe nerauskomuat, die langs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei wacbsender 
Steilbeit der Bander; denn die nacb der Rinne zuriicktreibende Kraft, 
d. h. die in die Boscliung fallende Komponente der Scbwere, ist dem 
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Gefalle der Boschung proportional. Die Bahn des Massenpimktes wird 
also, auf die horizontals Zeichenebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der aufeinanderfolgenden Pendelungen betrifft, in der That die in der 
Fig. 79 und 80 dargestellte Form annehmen, welche somit auch unserer 
Integralknrve zukommen wird. 

Die Schlufsfolgerungen, die sich von hierans fiir den Ablauf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wachsender Zeit 
nimirit der Eigenimpuls ,2V seiner Grofse nach ab. Fiel er anfangs in 
.die Richtung der Figurenaxe, so ist anfangs |JT|>|| und mit 
waehsender Zeit nahert sich N dem Werte n, d. h. v dem Werte 1. 
Unsere Integralknrve zeigt dami, dais sich gleichzeitig u deni Werte 1 
oder -ft dem Werte nahert. Die Figurenaxe riditet sick also durcli 
den Einflufs der gleitendm Reibung allniahlich auf. 

Hand in Hand mit der Aufrichtung der Figurenaxe geht natiirlich 
ihre Pracession uni die Vertilcale von statten, deren jeweilige Ge- 
schwindigkeit sich nach Grl. (3) aus dem augenblicklichen Werte von 
fr und N bez. von u und v berechnet. Die Aufrichtnng der Figuren- 
axe wird unterbroehen und ihre Praeession wird begleitet von kleinen 
Nutationen der Figurenaxe, die durch die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dargestellt werden. Diese Nutationen sterben dber in dem 
Mafse db, wie sich die Figurenaxe awfrichtet und sind ubrigens von 
Hanse aus um so Ideiner, je grofser der Anfangsimpuls war, voraus- 
gesetzt natiirlich, dafs dieser genau oder ungefahr die Richtung der 
Figurenaxe hatte. 

Ist die aufrechte Lage erreicht, so fallt der bisherige Grund fill- 
die Abnahme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der That 
ergiebt sich init u = 1 aus Gl. (6) dN/dt~ 0; es bleibt also von nun 
ab N=n oder v 1 : Unsere Jntcgralkwrve endigt im Punlcte P x und 
der Kreisel verharrt in der aufrechten Bewegung. Die endgiiltige Ver- 
nichtung des Bewegungsimpulses fiillt nieht der gleitenden sondern 
der bohrenden Reibung zu, wie bereits ini vorigen Paragraph aus- 
einandergesetzt wurde. 

5. Angeiialierte formelmafsige Darstellimg des Bewegungsverlaufes. 

Da wir auf Grund der vorangehenden Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe graphisch beherrsehen, wird es nun leicht aein, eine naherungs- 
weise fornielmafsige Daratellung der Beweguiig zu geben. Wir fiigen 
diese uachtraglich hinzu ; teils uni einige numerische Rechnuugen an- 
stellen zu konnen, teils um den in derEinleitung (pag. 5) ausgesprochenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nach welchem ,,unsere Kenntnis der Mechanik 
nicht auf die Formel basiert sein solle, sondern umgekehrt die ana- 
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lytisehe Fornralierung als letzte Konsequenz aus einem griindHchen 
Verstandnis der mechaniscben Verlialtnisse von selbst zum Vorschein 
komme". 

Der Gfedanke bei der folgenden Naherungsrechnung bestelit darin, 
dafs wir, was die Anderungen von # angeht, fiir die oscillierende 
Integralkurve der Figuren 79 und 80 unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieron. Was wir dabei veruaehlassigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welche die Bewegung nur voriibergehend und in geringem Gfrade 
beeinflussen, was wir aber beibehalten und in imseren Fornieln zum 
einfachen Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnalune des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Profession, 
d. h. alle wesentlicben Momente der Bewegung. 

Wir sehen also die Gl. (14) des vorigen Paragraplien als die 
w'ahrend der Bewgung angenaiiert giiltige Beziehung zwischen dem 

N~ 
Neigungscosinus u cos & und der Impulsgrofse v = an. Um die- 

selbe nach. v aufzulosen, schreiben wir sie folgendermai'sen: 



Die beiden Wurzeln %, v% dieser quadratischen Grleichung werden: 



AP 
Wegen der aucb jetzt voraaszusetzenden Kleinheit der Zahl +_ m z = s - 

zielien wir die Quadratwurzel nach. dem bmomisenen Satae angenahert 
aus. Es ergiebt sich: 



T ( + I) ~ T ( M - 



*^ - ( M + i) + T ( - i) t 1 ^ 2MW ' ! ) = ''(! ~ 8 ) 

Da w<l ist, wird %>!, 2 <1. Die Bedeutung der beiden Wurzeln 
folgt aus Fig. 78. Schneiden wir namlich die ausgezogene oder die 
puuktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abseissenaxe parallelen 
Geraden u const, wobei < u < 1 sein moge , so erlialten wir zwei 
Scbnittpunkte, von denen der eine rechts von P lf der andere links 
davon zwiscnen P^ und P 2 liegt. Dem ersteren eutsprieht ein Abscissen- 
wert flj > 1, dem letzteren ein soldier v < 1. Wir inter essieren uns 
nur fiir denjenigeu Teil der Leitlinie, welcner von unserer Integral- 
kurve umschl'angelt wird ; naben also nur den Wurzelwert % zu be- 
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rucksichtigen. Grehen wir noch zu der urspriinglichen Bedeutung der 
Zeichen v, u und m* zuriick, so konnen wir die fur % gefundene 
Fonnel so schreiben: 

/I) # 

\ / 



Wir erkennen hieraus, in welcher gegenseitig&n AbMngigkeit & ffegen 
wwd JV ^egrew n tionvergiert. 

Wir bereclinen zweitens die Pracessionsgeschwijidigkeit ty', die zu 
den "wechseladen Neigungen der Figurenaxe gehort. Aus (1) folgt 

JV cos P A 
- r . = cos-tr. 
-^ . J. sin 8 -* 

Dies-ist naeli Gl. (3) des vorigen Paragraphen zugleick die gesuctte 
Pracessionsgesckwindigkeit. Man hat also 

(2) tf = ~ cos & 

uiid scliliefst, dafs sich die absolute Grofse der Pracessionsgeschwitidig'keit 
beim Aufrichten, der Figurenaxe etwas beschleunigt. 

Wir fragen sodann nach dem zeitlichen Verlauf der Bewegung, 
der ja aus unserer qualitativen Darstellung eliminiert war. Hierbei 
haben wir auf die Grl. (8) des vorigen Paragraphen 

dN 



zuriickzugehen. (Das obere Vorzeichen gait bei positivem Anfangs- 
werte von N t also bei positivem n } das untere bei negativem.) Wir 
berecknen dN durch & und d& aus Crl. (1): 

dN '= ( ^-57 cos-d-f si 

Vcos 2 ^ n ) 

und erhalten dann 



n \ f d& ZAP f _ 7<x \ 

j-f 1 I fa - I cos & d& i 

-^<?^9 l7 cos*- w 2 J j 



Das doppelte Vorzeichen diirfen wir durch das einfache negative er- 
setzen, wenn wir dafiir n mit dem Zeiehen des absoluten Betrages 
versehen. Fiihren wir die Integrationen aus und bestimmen die Inte- 
grationskonsiiante daraus, dafs -0- == ^ fur t = sein soli, so ergiebt 
sich das folgende Gesetz fur den zeittichen Verlfwf der Bewegung: 



Das zweite Crlied der { } ist wegen dee kleinen Faktors AP/n* offenbar 
Hein gegentiber dem ersten CHiede. Dieses erste Glied zeigt uns, dais 
das Aufrichten der Figurenaxe ziemlich langsam von stattea 
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dexrn im Zabler steht die grofse Impulskomponente n, im Nenner der 
kleine Reibtmgskoeffizient ^ und der kleine Radius $ der Auflage- 
fiacbe. Die Zeitdauer des Aufrichtens wird um so grofser, je grofser der 
Anfantjsimpuls war und je Uein&r der Reibungslcoeffifiient p sowie der 
\Krunimungsradius der Auflageflache ist. 

Der zablenmafsige Werfc der zum Aufricbten erforderlichen Zeit 
ergiebt sicli aus (3), wenn wir & setzen, zu 



Die aufrechte Lage wird also in endlicher Zeit erreicht^ die Zeit ist bei 
sonst gleichen Umstdnden im wesentlichen der Twngente der Anfcmgs- 
neigunf? proportional. 

Es eriibrigt nur noch., die Bahnbrrve, die eia. Pxuakt der Figuren- 
axo beschreibt, analytisch und zeichnerigcli darzustellen. Wir gehen 
dabei einerseits von der Gl. (2) 



M-. v 

dt n ' 

andrerseits von der aus (3) folgenden Bezietomg aus: 
. ^9; __ .-p Mgftg cos 8 -8- _ 

(B) ^~ r i' 

Dnrck Division folgt 



T P 

r^S -f 



und durch. Integration 



Da die Gestalt der Bahnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel $ 
vorzuschreibenden Anfangswerte ^ abhSngt, naben wir von der Bin- 
zufiigang einer Infcegi-ationskonstanten abgesenen. 

1-Iier wollen wir eine unwesentlicbe Yernacniaasigung gestatfcen, 
durch die sich das folgende vereinfacht Wir woHen namlich das 
zweite Glied iler { ) in (6) gegen das erste.wegen des Faktors AP/* 
sfcreicben. Ferner woUen wir, um bestimmte Vorzeichen zu naben ? 
vorubergehend annebmen, daft der Scbwei-punkt uber dem Stutzpunkte 
Jiegt und dafs der anfanglicbe Impulsvektor die ungefabre Ricbtung 
der positive* Eigurenaxe babe. Dann 1st P- + MgE zu setzen und 
in (6) das obere Vorzeicben zu wablen. Fubren wir nocK die Bcbon 
Mhr benntete Verbaltniazabl K - tf/E ein ; so sclireibt sicn GL (6) 
folgejadennafsen: . 
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oder aucb 
oder endlicli 



1 e 



,*/<V 



Dies ist die gesuchte Gleichung der Bahnlcurve bei positivem P und 
positivein Anfangsimpulse. Sie gilt ebenso offenbar bei anderer Wahl 
der Vorzeichen von P und n, wenn man nur notigenfalls den Sinn, 
in dem ty gerechnet wird, umkehrt. 

Um sie veraeichnen zu konnen, mtissen wir sie irgendwie auf die 
Zeichenebene projizieren und zwar empfiehlt sich wie fruher die 
stereographisclie Projection. Wir schlagen also urn den festen Punkfc 
die Einheitskugel, auf welcher unsere Bannkurre verlauffc, wenn der 
sie erzeugende Punkt der Figurenaxe den Ab stand 1 von hatte, 
und projizieren vom Siidpol der Einheitskugel auf die Aquatorebene. 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt uber, wahrend das Bild 
irgend eines anderen Punktes der Einheitskugel von den Absfcand 
r = {,%&/ 2 und das Azimuth -0 hat. r und fy sind also gewohnliche 
Polarkoordinaten des stereographischen Bildpunktes, bezogen auf den 
Punkt als Anfangspunkt. Li diesen Koordinaten geschrieben wird 
das Bild der Bahnkurve nach Grl. (7): 



i __ 



Ihre Gestalt ist die einer Spirale, u, zw. lauft sie in den Punkt als 
eine gewoknliche Arcliimedische Spirale aus, wahreud sie nach der anderen 
Seite hin sich dem Mnheitskreise asymptotisch naliert. 

Um dieses einzusehen, beachte man 7 dafs vermoge der Wahl der 
Integrationskonstanten in Gl. (6) der aufrechten Eudlage (-9- = oder 
r = 0) das Azimuth ijj ~ und dafs alien frtiheren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von ty entspreehen. Um also das Verhalten der 
Bahnkurve in der Nahe des Punktes zu untersuchen ? -haben wir i/> 
klein vorauszusotaen und die Exponentialfunktion nach Potenxeu von 
/I pt/; zu entwickeln. Es ergiebt sich so 

(8') r--^| 

d. h. die Gleichung einer Archimedischen Spirale. 

Um andrerseits die Bahnkurve fur weit zuriicklicgende Zeiten fest- 
zustellen, haben wir # einen grofsen negativen Wert beizulegen, also 
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als klein anzusehen. r nahert sicli dabei der oberen Grenze 1, 
die Bahnkurve strebt also asymptotisch dem Einlieitskreise zu. 

In derNahe von Oist die Abnahme des Fahratrahjs r bei einom vollen 
Umlauf urn gegeben durcli A ft ic\ dieselbe 1st klein, well A und ft Heine 
Zahlen sind ; verschwindet aber nicht bei Annaherung an 0. Dagegen wird 
offenbar, wenn wir die Kurve riickwarts bis in die Nahe des Einheitskreises 
verfolgen, die Zunahme des Fahrstrahls bei einmaligem Umlauf um 
mit zunehmender Naherung an den Einneitskreis versctwindend klein. 

Man kann die Gestalt der Baknkurve sehr schon experimentell 
feststellen, wenn man die Kreisel&pitze ihren Weg auf einer dagegen 
gehaltenen berufsten Flache aufzeichnen lafst ; oder, was noch empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecht zur Kreiselaxe einen kleinen Spiegel 
befestigt, denselben mit einem Projektionsapparat beleuchtet und den 
zuriick^eworfenen Licntfleck auf einem Schirm beobacktet. Die so er- 
haltenen Kurren haben durchaus den Charakter der hier geschilderten 
Spiralen, nur dafs der gleichmafsige Yerlauf der Spirale ron aufgeaetzten 
Scnlangelungen (den Nutationen) unterbrocnen wird, die wir bei unserer 
Darstellung vernacnlassigt naben. 

Figur 81 ist unter der Annahme Aft = 1/10 entworfen. Bie ent- 
spricht der Wirklicnkeit insofern nicht gut, als der wirkliche Wert A^t 

meist erheblich. kleiner sein dtirfte. An ^^ _. 

einer frttheren Stelle (pag. 565) schatzten 
wir [i*=W-\ A 2 -10~ 3 ; also A^-l/lOO, 
was derWirklichkeit naher kommen diirfte. 
Jedoch wiirde bei Zugrundelegung dieser 
Zahi die Zeichnung sclton etwas un- 
deutlich werden. 

Fftr die folgenden Zahlenrecknungen 
wollen wir dagegen den letztgeaannten 
Wert bemitzen. Wir fragen uns aunachst, 
wie viele Winduagen die Bahn'kurve aus- 
fulirt, bis sie von eiiier gegebenen Azdkngs- 
lage ausiniNallpunkte endigt. Die Anfangsiage seietwa 9 > =60. Denzu- 
gehorigen Wert des Azimufches ty Q , weleher negativ ausfalien mufs, entneh- 
men wir aus Gl. (8) oder, noch etwas genauer, aus Gl. (6), indem wir das iru 
vorsteheuden TernacHassigte Glied dieser Gleichung mitrechnen; er wird: 




Pig. 81. 



Mit A/t = 10~ 8 ; #<, =*= 60 =1,05 und dem schon frtiher vorausgesetaten 
---1/100 ergiebtsich 



to - 130,2, 

Klein-Bommerfld, EreiBelbdwegtuig. III. Aufl. 



87 
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Dies ist der Anfangswert des Winkels #. Da der Endwert, bei auf- 
rechter Stellung der Figurenaxe, ^ = ist, so. giebt uns ^ zugleich 
den Gesamtwinkel, um den sich der von aus gezogene Fahrstrahl 
bei der Bewegung gedreht hat. Die Zahl der Windungen der Spirale 
wird daher 

I0ol'_9i 

-&T-* 1 ' 

Die Figivrenaxe umkreist also die Vertikale eine erhebliche Anzalil von 
Malen, bevor sie mit ilw ssusammenfallt. Die Ganghohe der Bahnkurve 
wird dementsprechend in stereographischer Projektion recht gering und 
erheblich geringer wie im Falle der Fig. 81, wo die entsprechende 
Zahl von Umgangen nur 2,1 betragt. 

Wir konneu auch die Nutationen, obwohl sie aus unserer Be- 
trachtung herausgefallen sind, nachtraglich ihrer ungef ahren Haufigkeit 
nach bestimmen. Es lafst sich zeigen, dafs die Periode r der Nuta- 
tionen naherungsweise denselben Wert wie bei der reibungslos voraus- 
gesetzten pseudoregularen Pracession hat namlich (s. GL (15) von 
pag. 305) den Wert 



N 

Zum Beweise gehen wir auf die Differentialgleichung (7) von 
pag. 558 zuruck, setzen darin # = ^ -f #3 und verstehen unter ^ 
den vorstehend studierten pracessionsah.nlichen Teil der Bewegung, 
unter ^ die hinzukommende Nutation. ^ ist dann eine langsam ver- 
anderiiche, ft s eine schnell veranderliche aber Heine Grofse. Dement- 
sprechend wird man #/' gegen &%' vernachlassigen und bei der Ent- 
wickelung von Grl. (7) nach &% nur die erste Potenz von <fr 2 beibehalten. 
Es entsteht mit Riicksicht auf die Definition von ^ aus der Gleichung 
der Leitlinie: 

A q. " j_ A ^ '(-^ cos'^%) (n cos ^ N} __ n 

^i / l/ *~T" Vt> * 7^~A """ - ; r- - " - \J 

1 



/ 

2 



Die Her angedeutete Differentiation liefert einfach (vgl. 9 ; Gl. (13)) wo 
eine analoge Bechnung auszufiihren sein wird) N*/A. Die Bestimmungs- 

JV" 

gleichung fur #3 laiitet mithin: &%" -f- ^ 'J*'^^ un< ^ li e f er t integriert 
die obige Periode. 

Bedeutet andererseits T die Zeitdauer des einz.elnen Pracessionsum- 
ganges und sieht man von der durch das Aufrichten der Figurenaxe 
bedingten geringen Beschleunigung der Pracessionsgeschwindigkeit ab ; 
so kann man setzeii: 

und nach Gl. (2): 
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(iV) - - = COS -d 1 . 

' n 

Aus (9) nnd (10) ergiebt sich mit Riicksicht auf (1): 

T nN 1 n*'- 1 /. AP a . v 

1 1 g - cos -0 1 sin #) . 
\ w / 



T .IP cos* JLP 

Unter 0- ist hierbei ein Mittelwert des Neigungswinkels & w'ahrend des 
fraglichen Pracessionsuinganges verstanden, Das Yerhaltnis T/T be- 
deutet die Anzahl der Nutationen, die cmf eine Prticession enif alien. 
Diese Anzabl ist, wie wir sehen, der Grofsenordnung nach gleich n^/AP, 
also unter den obigen Zahlenannahmen gleicb. 100. Die unserer Spirale 
sich uberlagernden Schldngelungen sind also aufserst zahlreich und diclit. 
Schliefslich fragen wir noch nach dem Zahlenwerte der Zeitdauer 
T, in der sich die Figurenaxe aufrichtet. Diese driicken wir etwa in 
Einheiten der Umdrehungszeit T O des Kreisels nach erfolgtem Aufrichten 
aus. Alsdann ist der Gesamtimpuls genau gleich n und die Lange des 
Rotationsvektors gleich \n\/C geworden. Die Zeitdauer r ergiebt sich 
daher aus 

2^^ |n| 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit Gl. (4), so entsteht: 

T_ 1_J. n* 1 f, . A 2J.P ..... 

~r~ n ~~ 2"&" 



Mit w 9 /-^^ = 100 ^ ^^ = i/ 100 ? #0 ^ 60 ergiebt sicb 

- = ^2730. 
*o <7 

Macbt der Kreisel nach der Aufrechtstellnng noch fiinf Umdrehungen 
pro Sec., so ist T O = 1/5 sec. und, wenn man insbesondere A = C 
nimmt, T '= 546 sec. = ca. 10 Minuten. 

Bei unseren lefcaten Bereebnungen sowie bei der Beschreibung der 
Bahnkurve ist indessen zu bedenk.e.n, dafs unsere Betrachtungen nur 
bis in die ]$ahe der aufrecbten Lage, nicht bis zu dieser selbst zutreffend 
zu sein beanspruchen. Denn wir haben (Ungenauigkeit II) die bohrende 
Reibung gegeniiber der gleitenden vern.achlassigt ; was nur bei nicht zu 
kleinem Winkel -8- zulassig ist (ygl. pag. 551). Von unserer Bahnkurye 
miissen wir daber das letzte, in den Punkt auslaufende Stiick als 
unrerbiirgt ansehen. 

Wir wollen endlicb nocb ; indem wir in unseren Formeln (. i 
setzren, die bier betrachtete Bewegung in 'das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir geben dabei aus yon Gl. (5), welcbe mit 

(i = liefert 

9 1 ' == oder -9 1 == const. 

37* 
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Dies 1st zugleich bei yerschwindender Beibung die Gleichtrag der Bahn- 
kurve. Aus deff Gil (1) und (2) folgt dann, dafs auch N und $' kon- 
stant werden. Bei verschwindender Reibmg gekt also die Mer lefrachtete 
Bewegung in die regulare Procession tiber, Deshalb konnen wir sie als 
eine Pracessions-ahnliehe" oder eine ;; durch Reibung gedampfte Pra- 
cession" bezeichnen. Nehmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Bechnung, die in imseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen, die 
sich aber ; wie wir im vorigen Paragi'aphen sahen, unserer Bewegung 
iiberlagern, so tritt unsere jetzige Beti'achtung in direkte Beziehung zu 
den friiheren Untersuchungen tiber die pseudoregulcvre Procession und 
zeigt uns, ^ie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch die Eeibung 
modifiziert wird. 

6. Uber eiaen beim Ansatz der Beibungsprobleme naheliegenden. 
Fehler, Naclitragliche Bechtfertigung der obigen Behandlung nad 
Hinweis auf das Experiment. 

Der gegenwartige Paragraph hat zunachst den Zweck, unsere 
friiheren Angaben iiber die Bestimmung der Eeibungsarbeit und des 
Reibungsmomentes (vgl. 3 pag. 550) zu rechtfertigen bezw. zu 
beschranken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterechiede 
zwiechen den Reibungskraften oder allgemeiner gesprochen solchen 
Kj'affcen, die ihrer Grrofse oder Richtung nach von der Geschwindigkeit 
des Systems abhangen, und denjenigen KJraften zur Sprache kommen, 
die sich nach Ghrofse und Richtung aJlein durch die jeweilige Lage des 
Systems bestiminen und die man bei den Entwickelungen der theore- 
tischen Mechanik in erster Linie im Auge zu haben pflegt. 

Wir haben pag. 550 die Arbeit einer unendlich kleinen Drehung 
um eine horizontale und eine vertikale Axe gesondert berechnet und 
haben die erste als die Arbeit der gleitenden ; die ietztere als die der 
bohrenden Reibung angesprochen. In Formeln war 



cos adt*~ pRatt cos ct dt, 
wo a eine Lange yon der Grofsenordnung des Radius des Beriihrungs- 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleinen Drehung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
geneigte Ase zu leisten ist, ware hiernach 



sin -f a, cos a) dt. 
1st nun dieses Verfahren ohne weiteres zulassig? 
Wir wollen zunachst den einfachen FaU ernes einzelnen Maasen- 
punktes betrachten, der sich in einer Ebene einraal unter dem Einflufs 
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einer sehon durch die Lage dea Punktes bestimmten. Kraft P, das 
andere Mai unter dem Einfhifs einer Reibuugskraft bewegt. Die Reibungs- 
kraft W ist zwar ; wenn wir das Coulombsche Reibungsgesetz zu Grunde 
legen, der Grrofse naeh von. der Geschwindigkeifc unabhangig, namlich 
gleich jttJR, wo It die Reaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet, aber der Richtung nacli von ihr abhangig, namlich der Richtung 
der augenblicklichen Greschwindigkeit entgegengesetzt. Auf dem Weg- 
stflckchen ds betragt nun die Arbeit das eine Mai 

(3) ^ = Pcos(P,.ds)ds ; 
das andere Mai 

(4) d, = - Wds = - iiRds. 

Andererseits berechnen. wir diese beiden Arbeitsgrofsen, indem wir 
den Weg ds in zwei rechtwinklige Komponenten dx und dy auflosen. 
Anf dem Wege dx leistet P die Arbeit P x dx, wenn P x die Konipo- 
nente von P nacn der #-Axe bedoutet. Eutspreciiend bereclinet sick 
die Arbeit auf dem Wege dy; als Gesamtarbeit ergiebt sich daher: 
(3') dlt - P x dx + P y dy, 

was bekanntlich mit (3) stimmt. 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfabren 7 so wiirden wir 
sagen: Fiihren wir zunachst die Bewegung dx aus ; so -wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleich. ~Wdx plttlx, denii bei dor Be- 
wegung dx wirkt die Reibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Richtung der negativen a; -Axe und ist der Groise nach. durcb 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck It gegebeu. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleich Wdy. Im Gauzen erhielte man so: 
(4') dK = - W(dx 4- dy) - - pR (dx + dy), 

was ersichtlich mit (4) uicht stimmt. 

Die Berechmmg der Reibungsarbeit aua den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgcfiilirt^ unstatthaft. Man er- 
kennt aber leicht, wie man diese Bercchnung zu komgieren hat, wenn 
man an der Zerlegung der Beweguug in die Kompononten dx und dy 
festhalten will: Man mul's die bei der thatsachlichen Bewegung ds auf- 

(1 T (.Lt/ 

tretende Reibung W in zwei Komponenton W x ~ W ^ und W y W ^~ 
zerlegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Toilbewegungen 
dx und dy bestimmen. Alsdann ergiebt sich richtig und in tlberein- 
stimmung mit (4): 

d* - (W.dx + W, dy) - - 

Ahnlich hat man aUernal bei Reibungswirkungen und allgemeiner 
bei Kraften, die in irgend einer Weise von der Geschwindigkeit ab- 
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hangen, zu unterscheiden: gwiscken der Arbeit, ivelche 'bei den Teilbe- 
wegungen, in die man die fhatsachliche Bewegung zcrlcgen mag, zu leisten 
ware, wenn erne solche Teilbcivegung fur sicti betracJitet wird und ge- 
sondert vorhanden -ware; und tftvisclim derjcnigen Arbeit, welche die bei 
der fhatsacMichen Bewegung auftretendcn Krdfte bei den gedachten Teil- 
~bewegungen.leistcn*}.- Fiir den Ansatz der Bewegungsgieichungen hat man 
die zweite Berechnungsweise der Arbeit zu Grande zu legen, wahrend 
die erstgenannte hierbei irrefuhrend sein wurde. 

Im 3 wurde aber diese "Onterscheidung bei der Aufstellung der 
vorstehend unter (1) wiedergegebenen Ausdriicke niclit hervorgehoben. 
Vielmehr wurde die bei der Eotation Q sin a dt urn eine horizontale 
Axe zu leistende Arbeit d^ und die bei der Eotation Q cos cc dt urn 
eine yertikale Axe zu leistende Arbeit c?$C 2 gesondert berechnet ? als 
ob die eine oder die andere Rotation allein. vorhanden ware-, und es 
wurde stillschweigend angenommen, dafs sich. die Arbeit dW, die bei 
der Eotation Qcit um eine beliebig geneigte Axe zu leisten ist, additiv 
aus jenen Arbeitsgrofsen d^ und <^31 2 zusammensetzt. Dies ist nach 
den obigen Erfanrungen nicht zutreffend- wir miissen daher die Be- 
rechnung der Arbeit dSt nachtraglich kontrollieren. 

Hierbei diirfen wir ? um die bohrende Reibung auf gleitende Rei- 
bung zuriickfiihren zu konnen, den Beriihrungskreis zwischen der die 
Figurenaxe begrenzenden Kugel und der den Kreisel tragenden Pfanne 
nicht in einen Punkt zusammenziehen. Allerdings tritt dann die pag. 548 
hervorgehobene Schwierigkeit auf, dafs die Verteilung des Gregendruckes 
M auf die Punkte des Beriikrangskreises statisch unbestimmt wird. Da 
wir auf elastisehe Verhaltnisse nicht eingehen komien, miissen wir eine 
Hiilfsannahme machen. Die niichstliegende An.nahme ist, dafs sich der 
Gegendruck R gleichmafsig auf den Umfang des Bertihrungskreises ver- 
teilt. Unterscheiden wir also die Punkte des Kreiscs durch einen um 
den Mittelpunkt des Beriijirungskreises herum gezahlten Winkel j3 ? so 
wird auf das Kreis- Element dp der Bruchteil -- R des gauzen Gegen- 
druckes M kommen. Sicherlich ist diese Verteilung bei merldicher 
Neigung der Figureuaxe nicht ganz zutreffend; sie moge aber der Ein- 
fachheit wegen zugelassen werden. 

Die folgende Zeichnuug bezieht sieh auf die Ebene des Beruhrungs- 
kreises (Fig. 82). Der Radius des Beriihrungskreises heifse a; p sei 

*) Eine interessante, tecknisch. wichtige Folgerung hieraua xieht II. Loronz 
in seinem Lehrbuch der technisclien Phyaik, Mitnclien 1902, S. 185: Der in Be- 
wegung befindliche Steuerschieber oiaer Dampi'maschine lafet sich troia des grofsen 
anf ihm lastenden Dampfdruckes seukrecht gegen seine Bewegirngsrichtung fast 
reibuugslos verschieben. 
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J2 sin adt 



der Radius der begrenzenden Kugel. Die beiden Teilbewegungen sind 
je durch einen Pfeil angedeutet: die Drehung Q cos a dt um die Ver- 
tikale durch 0, welche sich in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
ruhrungskreises projiziert und die Drehung Q sin a dt um eine hori- 
zontale Axe durch 0, welche um den Kugelradius Q oberhalb der 
Zeichenebene liegend zu denken ist und die sich in den Durchmesser 
DD projizieren mogen. Von diesem Durchmesser aus moge auch das 
Azimuth /? gemessen werden. 

Um die Reibungswirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu konnen, mufs man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sich aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; du ent- 
spricht der Vertikalkompo- 
nente des Rotationsvektors 
und ist tangential zum Be- 
riihrungskreise gerichtet; dv 
entspricht der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentlich nicht genau 
in der Zeichenebene. Viel- 
rnehr ergiebt sich die ge- 
nauere Richtung von dv als 
das gemeinsame Lot auf 
derHorizontalkomponente des 
Rotationsvektors und dem 
kiiraesten Abstande des frag- 
lichen Punktes P von der Axe jeuer Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daher der Radius a klein gegen den Radius Q ist, 
ist die Neigung von dv gegen die Zeichenebene nur gering. Deshalb 
moge es gestattet sein, dv in die Zeichenebene fallend anzusehen. Im 
gleichen Sinne wird es eiiaubt sein, den Ab stand des Punktes P von 
der Axe der horizontalen Rotationskomponente , welcher eigentlich 
J = YQ* Q? cos 2 ft ist, einfach gleich Q zu setzen. Hiernach ergiebt 
sich als Grofse der Teilbewegungen 

du = Q cos a adt, dv = Q sin a bdt 
Die Q-esamtbewegung von P folgt hieraus zu 




'Fig. 82. 



sin ccpdt. 



ds = du* + dv 2 -- %du dv cos ^. 

In jedem Elemente df$ des Beriihrungskreises tritt nun eine Reibungs- 
ki-aft W auf, deren Richtung der Richtung von ds entgegengesetzt ist 
und deren Grofse zufolge unserer Annahme iiber die Verteilung des 
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Gregendruckes gleich ^R ist. In der Figur ist W fiir eine Anzakl 

aquidistanter Punkte der Kreisperipkerie konstruiert. Die Arbeit dieser 
Heibungskraft wird gleicli 

die Gesamtarbeit auf dem ganzen Benikrungskreise daker gleidh 



Tragen wir den angegebencn Wert fur ds ein, so konnen wir sckreiben: 

+it 
I d 



it 



Dies ist eia elliptisches Integral. Statt /3 fiihren wir als Integrations- 
variable y = /3/2 ein*, unser Integral nimmt dann die Form eines Le- 
gendroscnen Integrals zweiter Gattung an; es wird namlich: 



(5) d^H ft JRQ (a cos K + Q sin a) dt I dy~\/l A; 2 sin 2 y, 
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 

r^x , 2 4 ap cos a sin a a 

^ ' ( cos a -|- p sin a) s / . p , \* 

I i 1 _. "Tiff fv, I 

Der somit festgestellte Wert (5) der Keibungsarbeit untersckeidet sich 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durck den Faktor 



H-rt/2 

(7) i J d Y 



-*/* 

wo die Bezeiehnung J im Sinne von Legendre gebraucnt ist. Die 
Kontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zu bestehen haben, dafs 
wir uns fragen, inwieweit der letztgenannte Faktor von der Binneit 
abweicht. 

Zu dem Ende verzeichnen wir in Fig. 83 einerseits die Grofse von 

g 

fc, andererseits die von E (ti) fQr wechselnde Werte der Abscisse 

x . -- tg a. 
a 8 

Was zunachst die Linie fur k betriflffc, so zeigt man leicbt, dafs 
dieselbe fiir den Abscissenwert x = 1 ein Maximum besitzt; der zn- 
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gehorige Wert von Is ist gleich 1. Fur x <= oder x ~ 2 ergiebt sich 
p = -1, it = 0,94, far a; = ~ oder = 4 wird fc 2 = ~, 7c = 0,80, fur 

x = oder # = 8 folgt 7c = ; 63 u. s. f. ; fur x = und a; = oo wird 
gleicherweise k == 0. Wir haben also bei ic = einen steilen Anstieg, 




dann ein flaclies Maximum und von hier aus einen asymptotischen 
Abfall zu Null. 

Zur Verzeichnung der Linie fur E (7c) geniigen efcwa die den 
meisten Logarithmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben zeigen beispielsweise, dafs fur die soeben genannten Werte 
von fc - 0,94, fc = 0,80, k = 0,63 bezw. ~ E(k) gleich wird 0,71, 0,81, 

0,89. Fiir den maxim.alen Wert 7c = 1 hat E (7c) seineu Kleinstwert 

> 7c 

-"- == 0,64, fiir k seinen. Grrofstwert 1. 

n ' ' 

Nun entspricht der A.bscissenwcrt :c == 1 derjenigen Neigung a von 

Rotationsaxe und Vertikaler, fiir welcb.e tg== wird, wo also die 
Rotationsaxe gerade durch die Peripherie des Beruhruugskreises hin- 
durchgeht. Dementsprechend bedeutet ein Abscissenwert ic<l^ dafs 
die Rotationsaxe das Innere des Beriihrungskreises trifft ; wahrend x > 1 
heifst, dafs sie aufserhalb daran vorbeigeht. Wenn, wie wir voraus- 
sefcxen^ der Beriihi-ungskreis klein.isfc, (a klein gegen p) ; so nrafs die 
Rotationsaxe schon inerklich senkrecht stehen, wenn sie die Peripherie 
des Beruhrungskreises treffen oder durch das Innere desselben hin- 
durchgelien soil. Zu alien einigermafsen betrachtlichen Neigungen der 
Rotationsaxe gehoren in unserer Figur grofse Werte der Abscissa x, 
mithin Werte von E (Jc\ die der Einheit nahe koinmen. Aueh im 

n ^ " 

umgekehrten Falle, wenn die R,otationsaxe dicht am Mittelpunkte des 

2 

Beruhrungskreises vorbeigeht ? wird der Wert von E(k} nahezu gleich 1. 

In diesen beiden Fallen stitnmt also unser jetziger Ausdruck (5) 

fiir die Reibungsarbeit mit deni friiheren Ansdnick (2) merklich iiber- 
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f where Beliandlung ist also gcrcchtfcrtigt 1) wenn die Eo- 

merTdichen WinJcel vnit der Vertikalen bildet, 2) wenn 

lit dieser zusammenfallt. Nur von diesen beiden Fallen 

--.- friilier gesproehen, Ton dem ersten Falle in 4 und 5 

^richten der Figurenaxe durch die gleitende Reibung), 

am Schlufs yon 3 (allmahliches Absterben der auf- 

vegung infolge der bohrenden Reibung). Wenn da- 

ue jxutationsaxe den Beriihrungskreis trifffc oder in seiner Nahe 

Ib oder anfserhalb vorbeigeht, d. h. wenn oc = tg a weder sehr 

. sehr grofs ist, muTs der friinere Arbeitsausdruck durcb Hin- 

2 

'es Faktors E (7c) korrigiert werden, welcker im ungiinstig- 
'x 1) jenen Ausdruck auf 64% des frtiheren Betrages 

,uch von unserem jetzigen Staudpunkte aus zulassig und 
die gesamte Reibnngsarbeit dty, in zwei Teile d^ und 
,. ,. z . jen, von denen der eine dem augenblicklichen Drenwinkel 

um eine horizontale Axe Q sin dt = do3 h proportional ist und Arbeit 
der yleitenden Beibung genannt werden kann und von denen der andere 
dem augenblicklichen Drehwinkel um die Vertikale Q since dt = dco v 
proportional ist und Arbeit der bolirendcn Reibung neifsen moge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel konnen wir nach (5) und (7) 
scnreiben 



und konnen denientsprechend definieren: 

(8) 

= u, Ka L (k] dco,, 

1 7E V ' * 

Diese Ausdriicke stimmen wieder mit den friiheren Werten aus GL (1) 

2 

uberem, wenn ~-E(fy merklich gleich 1 ist, wenn also die Rotations- 
axe entweder merklich von der Vertikalen abweicht oder wenn sie fast 
genau mifc ihr zusammenfallt. Im ersten Falle ergiebt sich der friihere 
Sclilufs, dafs die Arbeit der bohrenden Reibung klein gegen die Arbeit 
der gleiiieaden Reibung wircj, dafs man also von der bohrenden Reibung 
nalierungsweise absehen darf, wie wir es vermoge unserer Vernach- 
lassigung (II) thaten. Im anderen Falle ist umgekehrt die Arbeit der 
bohrenden Reibung die uberwiegende. Tritt keiner dieser beiden Falle 
ein ? so sind die fruheren Ausdriicke (1) durch Hinzufiigung des Faktors 
E(Jc) zii korrigieren. 
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Es 1st schliefslich durcliaus folgeriehtig, die Momente der gleiten- 
den und bohrenden Reibung von unserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu definieren. Man bemerke allgemein, dafs das Moment 
einer Kraft um eine Axe erklart werden kann als das Verhaltnis der 
Arbeit ; welche die Kraft bei einer unendlich kleinen Drehung nm die 
fragliclie Axe leistet, zur Grrofse des Drehwinkels. In unserem Falie 
liandelt es sich einerseits inn eine horizontals Axe und den zugehorigen 
Drehwinkel dco h . Die in Betracht kommende Reibungsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung d^. Wir definieren daher als Moment 
der gleitenden Reibung die Grrofse 



Andrerseits gehort zu der Drehung dw v um die Vertikale die Arbeit 
rf%j der bohrenden Reibung. Als Moment der bohrenden Reibung ist 
daher zu bezeichnen 

M = d ~~- 



Diese Werte stimmen natiirlich wieder mit den in 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von M und M 2 iiberein, wenn die Rotationsaxe 
einen merklichen Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen uns 
iiberdies, wie die friiheren Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht eriiillt ist. Die negativen Vorzeichen, welche bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdriicken fur M und Jf 2 hinzu- 
getreten sind, waren friiher in der besonderen Festsetzung enthalten, 
dais die Momente dem Sinne nach der zugehorigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. 

Bevor wir unsere Betrachtungen iiber die Reibung beim Kreisel 
mit festem Stiitzpunkte beschiiefsen, wunschen wir nofchmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer theoretischen Re- 
sultate hinzuweisen. Wir haben haufig Versuche mit dem auf pag. 1 
abgebildeten, von Eoze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
hierbei die vorstehond geschilderten theoretischen Ergebnisse in all- 
gemeinen Umrissen durchaus bestatigen. Dieses allerdings nur unter 
der Beschrankung, dais der dem Kreisel ursprunglich erteilte Impuls 
him*eichend grofs war ; einer Beschrankung, die aber auch unseren 
siimtlicheu theoretischen Uutersuchuiigen ausdriicklich zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mafsigem Impuls verlaufen die Erscheinungen lange nicht 
so typisch imd durchsichtig wie bei starkem Impuls. Alsdann spielen 
oflenbar storende Ursachen, die wir im Einzelnen* nicht iibersehen 
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konnen wie die besonderen Verkaltnisse .an der Untersfcutzungsstelle, 
eine zu grofse Rolle gegentiber den eigentlicken Tragkeitswirkungen, 
die wir allein tkeoretisck bekerrscken. Die einfacke scliematisclie 
Besckreibung der Reibungseinflusse, die in den vorigen Paragrapken 
entkalten ist, pafst auf solcke Falle nickt, und brauckt auck uack 
den eingefiikrten beschrankenden Voraussetzungen darauf nickt zu 

passen. 

Ist aber der Impuls kinreickend stark, so treten regelmafsig die 
ofters genannten Ersckeinungen auf: Die Figurenaxe ricktet sick auf, 
indem sie einen Spiralkegel besckreibt, und zwar gleickviel ob der 
Sckwerpunkt iiber oder unter der Untersfcutzungspfanne Hegt; die 
Pracessionsgesckwindigkeit besckleunigt sick dabei, entspreckend 01. (2) 
von pag. 570, Nntationen der Aj:e ? die man anfangs etwa absicktlick 
dnrck einen Scklag erzeugt kat, sterben in dem Mafse ab, wie sick die 
Figurenaxe der anfreckten Stellung nakert. 

Trotzdem lafst eine solcke allgemeine Bestatigung der Tkcorie nock 
viel zn wiinscken iibrig, da sie iiber die quantitativen Verkaltnisse 
nickts besagt. Zu einer grundlicken experimentellen Bestatigung ware 
es erforderlick, zunackst die Masse und Massenverteilung des Versucks- 
kreisels, also die Grofsen M, P, A, C dnrck Wagung und Sckwingungs- 
beobaektung zu bestimmen, ferner den nrsprtinglicken Wert sowie die 
Abnakme der Umdrekungszahl und somit indirekt die Grofse des Im- 
pulses N durck stroboskopiscke Metkoden wakrend des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlick die weckselnden Lagen des Kreisels 
zuverlassig zu registrieren. 

Wir sind uns wokl bewufst ; dais nack dieser E/icktung kin unsere 
Bekandlung sekr liickenkaft ist und wiinschen dringend, dais in ktinf- 
tigen Untersuckungen zur irdiscken Dynamik die experimentelle Priifuug 
und die matkematiscke tlberlegung mekr als gleichwertige und gleick- 
unentbekrlicke Faktoren neben einander bekandelt werden mftckten. 



7. Einflufs dea Luftwiderstandes auf die Kreiselbowegung. 

Neben der Reibung wirkt ofi'enbar auck der Luffcwiclerstand bei 
der Kreiselbewegung als eine Energie verbrauckende Ursacke init. Ju- 
dem der Kreisel die umgebende Luft in Bewegung setzt und indem 
siek diese Bewegung teils weiter entfernten Luftschickten mitfceilt, toils 
durck die Reibung zwiscken ungleick bewegten Sckickten rer/ogert wird, 
fliefst dauernd Bewegungsenergie von der bewegten Kreiselmasse in das 
umgebeade Mittel ab. Dieser Umstand kann nickt umkin, auf die 
Kreiselbewegung selbst zurttckzuwirken. 
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Die Grofse des Einflusses wird verschieden -sein je nach der Form, 
des Kreisels und nach der Art seiner Bewegung. Mit eiiaer Ver- 
grofserung der Oberflache wird der Sinflufs im allgemeinen wachsen, 
mit einer Vermehrung der Masse bei gleichbleibender Oberflache ab- 
nelimen. Bin Kreisel von grofsen Bimensionen wird daher vom Luft- 
widerstande weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geonietrisch-almlicher Kreisel yon Hemeren Abmessungen, weil das 
Verhaltnis Rauminhalt (oder Masse) zu Oberflache bei jenem grofser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An- 
trieb der Fall ist ; Schanfeln, gegen welche der antreibende Luftstrom 
gelenkt wird, so wird beiin weiteren Bewegungsverlauf der verzogernde 
Einflufs der Luffc erheblich grofser sein wie bei einem Korper mit 
glatter Oberflache etc. 

Auch die Art der Bewegung nimnat auf die Wirkitng des Luft- 
widerstandes Einflufs. Hat die Oberflache Rotationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Drelmng um die Figurenaxe 
nur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortschreitende Bewegung der Figurenaxe in hoherein Grrade durch den 
Luftwiderstand behindert werden 7 und zwar die schnellen Nutationen 
wioder in hoherera Grade wie die langsame Pracessionsbewegung. Man 
wird also erwarten diirfen, dafs die Nutation en in schnellerem Zeitmafs 
abklingen wio die langsame Pracessionsbewegung xmd diese wieder 
schneller wie die Eigendrelmng um die Figurenaxe ; dais iiberhaupt 
durch den Luftwiderstand und ahnlich durch die anderen Energie- 
yerzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der urspriing- 
lich vorhandenen Unregelmafsigkeiten und auf eine Vereinfachung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

Wie man hiernach sieht, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert. Um es in Strenge zu behandeln, wiire cs notig, 
neben den Differentialgleichungen der Kreiselbewegung die hydrodyna- 
misehen Glcichungen ftir die Bewegung des umgebenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammonhange 7A\ berilcksichtigen, wie schon 
gelegentlich des ahnlichen ballistischen Problems (pag. 535) bemerkt 
wurde. Wir Ijimen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
,,Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit" von mathematischer 
Seite vielfach behandelt worden ist*) ? nur dafs die grundlegende 
Voraussetzung aller einschliigigen Behandlungen, dafs namlich die 
FKissigkeit inkompressibel und reibungslos sei und dafs ihr durch den 


*) Bine znsammenfassende Darstellung der betr. Arbeiten giebt A. E. H. Love 

ia der EncyMopadie der matteiu. Wissensoh. Bd. IV, Art. 16, Hydrodynamik JI. 
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Korper eine Bewegung mit Geschwindigkeitspotential erteilt werde, 
fallen zu lassen ware, da sie den Yerkaltnissen des Luftwiderstandes gar 
zu. schlecht entspricht. Mit diese? Voraussetzung fa.llt aber auch die 
Moglichkeit einer strengen und eleganten inatheinatisclien Behandlung. 
Wir miissen daker auf eine Untersuchung des Luftwiderstandes im 
Aiiscklufs an die vorhandene matheinatische Litteratur yon vornherein 
verzichten. 

Unsere Behandlung soil viehnehr derjenigen nachgebildet sein ; 
die der Physiker bei der Bestimmung der durcti Luftwiderstand ge- 
dampften Pendelschwingungen, der Schwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Fliisaigkeiisdampfung etc. einzuschlagen 
pflegt. Man nimmt hierbei an, dafs man die Dampfungswirktuig 
wenigstens bei kleinen Ausschlagen dadurch ninreicliend genau bertick- 
sichfcigen konne, dafs man der Bewegungsgleichtmg ein der augen- 
l)licklicnen Gescnwindigkeit proportionales Glied hinzufugt. Annlick 
wollen wir annenmen, dafs die Wirfamg des Luftwiderstandes auf die 
Kfeiselbewegung annaliernd durch eine der augeriblicldichcn Rotations- 
fjeschwmdigkeit Q nach, Grofse und Axe proportionate entgegengarichtete 
DrehJwaft lesclirieben werden Imnn. Losen wir etwa Q nacn den drei 
Hauptaxen des Korpers in die Komponenten p, g, r auf, so werden 
wir also die Komponenten cles Luftwiderstandsmomentes nack eben 
jenen Axen gleick Kp, %><!, Kr setzen. Vielleicht ware es an- 
gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zu waklen als die von '/) und 
q, also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen A x jp, ^q } 
/1 2 r (A 2 <A 1 ) 7 weil durch die Drehung um die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgeriominen wird, wie durcli eine Drehung 
der Figurenaxe um eine dazu senkrechte Axe. Da aber miser Ansatz 
au.cn dann nicnt beansprucnen konnte, den Verhaltnissen der Wirk- 
licnkeit genau zu entsprechen, so werden wir uns mit der zuerst 
genaiinten weitgelienden Scliematisierung des Ansatzes begniigon, der 
ilbrigens fiir Spateres eine bosondcre Bedeutung hat. Ferncr werden 
wir patiiriich von alien sonstigen Reibmigseinfiussen jetzt absehen. 

Wir wollen uns zunachst fragen, wie die Bewcyung des krafte- 
fr&ien Krdsels (Poinsot-Bewegtmg) durch den so aufgefafsten Luft- 
widerstand 'modifiziert wird. Die Behaiullung wird hier sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerschen 
Gleichungen (vgl. pag. 142) aua, die sich fiir den symmetrischen 
Kreisel (B = A) unter Hinzufugung unserer Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen schreiben: 
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~~ 

dt 



Aus der letzten Gleichung erkennt man zunachst, dafs die Eigen- 
rotation r nacli deni folgenden Gesetz yon ilirem Anfangswerte r aus 
(entspreckend t = 0) abnimint: 



>u 
"G 



(1) r = r e 

Die beiden ersten Gleickungen fassen wir nack Multiplikation mit 1 
und i zu der komplexen Gleickung zusaninien: 

(2) J. -^-^ = (G- A} ir (p + iq)-l(p + 2 ). 

Durck Division niit jp -f iq und Eintragung des Wertes Ton r aus (1) 



ergiebt sicl).: 



L 

A 



und dnrch Integration: 



A O . 



const. 



Bestiimnen wir noch. die Integrationskonstante durch die Anfangs- 

werto PQ, q <)} so konnen wir schreiben: 

it 

+ rl.? if . (l -.-0) 
(3) P + 2-(fl, + ff )e 

Man erkennt hieraus, dafa der absolute Betrag Ton _p -f iq, d. i. 
die Lange dev aquatorialen Komponente des DreliungsTektors nack 
eineni ahnJicli einfachen Gresefcz abnimmt wie die Eigenrotation r. Man 

hat niimlieli 

__*t 

(4) V?T? - ViV~hTo 2 " 3 '. 



man ferner mit K denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einschliefst, indem man setzt: 



so ergiebt sick avis (3) fur der Wert 

[ Ri \ /V - - A* II f> \ 

\ t> i I'V '~- "7 ~*i"~" ' (\ \ * ^ y * 

v ^1 /< 

Hack den Gleickungen (1), (4) und (5) lafst sick nun der allgerneiue 
Ckarakter der Bewegung folgendermafsen sckildern: Sowohl die Kompo- 
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nente des Rotationsvektors nach der Figurenaxe ^vie die dazu senlcrechte 
aquatoriale Kompotiente wcrden dwell den Luftwiderstand stetiy Ms auf 
Null verkiivzt; die ZeMdauer dieses Vorgangcs 1st unendlich; die Anmhl ] 

dw JJmgange, welche der Eotaticnsvchtor unterdessen um die Figwenaxe 
ausfubrt, ist endlich und bcrcehnet sick aus (5) 0u 



sie 1st um so grofser, je grofser die anfangliche Eigenrotatiou war 
und je kleiner die Dampfungskonstante K 1st; mit verschwindendem A, 
wo die Bewegung eine regulare Pracession wird, wachst jene Zahl ; 
wie es sein mufs, ins Unendlich.e. 

Interessante Unterschiede ergeben sdch je nach dein Verhaltnis 
der HanpttragKeitsmomente A und C. Wir bestimmen etwa die je- 
weilige Neigung ft des Rotations vektors gegen die Figurenaxe, indem 
wir nach (1) und (4) bilden 



Fiihren wir noch die anfangliclie Neigung /? ein ; so konnen wir nuch 
schreiben: 



(6) 

Der Winkel /3 wachsfc hiernach. kontiimieriich an oder nitnmt 

ab, je nachdem kleiner oder grofser als A ist. Die .Rotat-ionsaxe 

strcbt in jedem Fdlte ein&r Axe yro/stcn Haupttragheitftmowientcs w, in 

Fdle des abgeplatteten TrtigheitselUysoidex (6'> J) der Figwenaxe, im 

Falle des verlangerten TragheihelUps<rides (C < A) ciner aquatoridlen 

Axe. Im Falle des Kugelkreisels, wo jede Axe als Axe eines grofsten 

Haupttragheitsmomentes aufgefafst werden kann, wird die liotationsaxe 

durch den Luftwiderstand natiirlich iibcriiaupfc nicht umgelagort; hier 

bestett vielmelir die einzige Wirkuug desaelben in einer allmahlicben 

Schwachung der Eotationsgescnwindigkeit. 

Ben Unterechied zwiaclieu beiden Fallen komien wir no oh deut- 
licher bescnreiben, wenn v/ir an den Verlaui' des Polhodiekegels denken. 
Ivn Falle > A verenyert sich der Polhvdickcyd im VerLaufe der lie- 
wegmig und 2-ieM sicli schUefsltch auf die Fitjurenaxe tsusawmen, nach- 
dem er s-ie eine eudliche Ane&hl von Mahii umachlungen hat; im Falle 
< A erweitert er sich und laufl, alcrmals nach einer endlidten AnzaU 
von Umgangen, in die Aqiiatorebene des Kreisels facherartig aus*). 

*) Hatten wir den oben genftnnten allgemeineren Anaatz gem&clit, bei 
welchem zwiachen i t und b t untearschieden wird, 00 wilrden wir als Bedingung 
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Wir wollen etwa, urn beide FaHe durch eine Figur veranschaulichen 
zu konnen, den Polhodiekegel mit einer on Korper festen Ebene schneiden, 
die wir im Abstande 1 von senkrecht zur Figurenaxe legen. Nennen 
wir den Durchstofsungspunkt joner Ebene mit der Figurenaxe 0' } den 
mit der augenbiicklichen Kofcationsaxe P, so ist die Entfernung Q O'P 
mit tg (5, ihr Anfangswert Q Q mit tg /3 identisch. Der Wmkel, um den 
sich der Vektor'O'P gegen seine Anfangslage 0'P gedreht hat, ist 
der oben berechnete Winkel Die entstehende Kurve der aufemander 
folgenden Punkte P, d. h. die Spur des Polhodiekegeis in der Zeichen- 
ebene, wird also in Polarkoordmaten durch Q und oc bestimmt. Fiihren 
wir als oine bequeme Zeifceinheit die Dauer r einer vollen Kreisel- 

9 if 

umdrehung zu Begiiin der Bewegung ein ; so wird r == Benutzen 

/"> j) -^ 

wir uberdies filr die reinen Zahlengrofsen -j 1 und -^ die Ab- 

kiirzungen y und d, so konnen wir (6) und (5) folgendermafsen schreiben: 

t t 

/rr\ J?_ ~ y ~* _0 y_(\ a~ ~*\ 

\ } n ) 9. if K \ J ' 




. 84. 




In deii Piguren 84 und 85 haben wir y = -^- , ^ ^vv rorausgesetzt. 
Die AusaM der Umiaufe vmserer Kurve uin 0' wird 5, die Zeit, in 
der der Abstaatl Q anf deu tou Teil seines Ani'aDgswertes yerkiirzt 
boa. auf das of ache angewachsen ist ? wird =20tr. Beide Kurven 

fiir ein Verengeruug box. Eiweiterung des Polhodiekegels di folgende erhaiten 



habcn: 



bcz. 



Es 3c5nnte hiernach uater Uuistanden vorkommen, dalk die Rotationsaxe der 
Pigitrenaxe aastrebt, auch wenn dieaelbe keine Axe grBfstea Haapttraglieits- 
momentes ist. 



Kleiii-Sowroerfeld, K re JKtilbo wegxjn g. III. 
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koimen als Spirallinien bezeichnet werden, stimmen aber nieht genau 
mit einer der bekannten Spiralformen iiberein. 

tjbrigens konnen wir uns aiick ohne Rechnung von der gegen- 
satzlichen Wirkung des Luftwiderstandes im Falle <?> A und 0< A 
Rech-enscliaft geben. Wir kniipfen dabei an die Figuren 86 und 87 




lig. 86. 




g. ST 



an, welche zunachst ebenso wie die Figuren 14 und 13 von pag. 107 
und 106 zum Ausdruck bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Tragkeitsellipsoides G > A der Impulsvektor zwischen Figurenaxe und 
Rotationsvektor liegt, dafs dagegen im Falle eines verlangerten Trag- 
lieitsellipBoides der Eotationsvektor zwischen Impuls- und Figurenaxe 
enthalten ist. Nun besteht nach unserer Grundannahme die Wirkung 
des Luftwidersfcandes in einem Moment, welches dem Drehungsvektor 
nach GrbTse und Axe proportional ist. Dieses haben wir mit dem 
jeweiligen Impulsvektor zusammenzusetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Ricntung des Botationsvektors an den Endpunkt des 
Impulsvektors einen Pfeil von der Lange AQAif antragen. In Fig. 86 
wwd der Impulsvektor 'hierdwrch der Figwrenaxe genahert, in Fig. 87 wn 
ihr entfernt. 

Der abgeanderten Lage und Grolse des Impulses entspricht auch 
eine etwas andere Lage der Rotationsaxe und eine etwas verseniedene 
Grofse der Rotationsgescnwindigkeit. In den Figuren ist die geometrische 
Konstruktion angedeutet, durch welcne nach Fruherem die Richtung 
der Rotationsaxe aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
haben nun die obige Konstruktion zu wiedernolen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeanderten Lage und 
Grofse der Rotationsaxe dem Impuls kinzufugen. Wie man siebt fahrt 
hierbei der Impuls und gleicnzeitig auch der Rotationsvektor fort ; sich 
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in Fig. 86 der Figurenaxe zu nahern, in Fig. 87 sicli von ihr zu ent- 
fernen; gleichzeitig nimmt Impuls und Rotation an Grofse standig ab. 

Urn dies Verfahren streng zu machen, miifste man natiirlicli das 
zu Gininde gelegfce Zeitintervall Atf unbegrenzt abnehmen lassen, so 
dafs der Endpunkt des Impulses nicht einen gebrochenen Linienzug 
soiidern eine kontinuierliche Kurve im Korper beschriebe. Uberdies 
ware es notig, die Anderungen zu beriicksichtigen, die der Impuls ini 
Korper vermoge der ; ,resultierenden centrifugalen Drehkraft" erfahrt 
(vgl. pag. 144). Da aber diese nacli Axe und Grofse gleich dem 
vektoriellen Produkt aus Impuls- und Rotationsyektor 1st, so steht sie 
auf der Ebene unserer Zeichnmig anfangs sen^recht und beeinflufst 
weder die GroTse des Impulses noch seine Neigung gegen die Figuren- 
axe. Die Wirkung jener Dretkraft besteht vielmohr nur darin, dafs 
die zusammengehorigen Lagen yon Impuls- und Rotationsaxe um einen 
mit fortscnreitender Bewegung wacnsenden Winkel aus del: Zeiclien- 
ebene herausdreheii werden, derart dafs der Endpunkt des Impulses 
nicht eine ebene, sondern eine um die Figurenaxe spiralig gewundene 
Kurve bescnreibt. Die genaue G-estalt dieser Kurve ist im ubrigen in 
den obigen Rechnungen enthalten, da sich ja die Koordinaten des 
Impuls -Endpunktes relativ zum Korper nur durcn die Faktoren A und C 
von den Komponenten p, q } r des Rotationsvektors unterscneiden. 

Aber auch die Gestalt der vom Inipuls -Endpunkt im Haume be- 
scliriebenen Kurve ist nach dem vorstenendeu im wesentlichen klar. 
Gegen den Raum verschiebt sich der Impuls -Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe. Diese selbst nahert sicb nacb. 
den vorigen. Figuren menr und mehr der Impulsaxe und drebt sich 
iiberdies um deren augenblickliche Lage, da sich die Figurenaxe 
um die augenblickliche Lage der Rotationsaxe dreht und durch 
die Lag.e von Figuren- und Impulsaxe auch die Lage der Rota- 
tionsaxe bestinunt ist. Man schliefst hieraus, dafs der Endpunkt 
des Impulsvektors im Raum eine Schraubenlinie von abuehmender 
Weite. der Windungen uni eine gewisse mittlere Richtung be- 
schreiben mufs, wie sie etwa durch die nebenstehende Figur*) 
schematisch angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicht 
wie bei der idealen Poinsot-Bewegung on Raume genau konstant ; mg. 
wohl aber bleibt seine mittlere Richtung konstant und die Schwankungen 
um die mittlere Lage nehmen im Yerlauf der Bewegung ab. 

Die Bewegung der Figurenaxe im Raume erweist sich wieder fiir 



*) Die Spirallinie geht natiirlich abwechselntl hinter und vor der Mittellime 
vorbei, was in der Figur nicht deutlich genug ziim Ausdruck komrat. 

38* 
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die beiden Falle C> A und C < A grundsatziieb yerschieden. Im . 
ersteren Falle strebt die Figurenaxe einer Richtung zu, die mit der 
schliefslichen Ricbtung der Rotationsaxe, also anch mit der dor Ira- 
pulsaxe iibereinstimmt, im letzfceren Falle stebt file schlielslica senkrecht 
auf diesen Ricbtungen. Bezeichnen wir also etwa die nnttlere Richtmig- 
der Impulsaxe im Banna als die Vertikale so konnen wir sagen: Bei 
fan abgytotote* Kreisel ivird die Figurenaxe durch tfert Luftoitorstand 
wfgerichtet, M dem verlangerten wird sie gesenld. Nachdcm die Be- 
wegung erloschen ist, d. b. nacb unendlicb langer Zeit steht die Figuren- 
axe im ersten FaUe vertikal, im zweitea horizontal. 

Mit Rucksicht auf den Luftmderstand mtissen wir unsere frfthere 
Stabilitatsunterscheidiing beim symmetrisclien Kreisel (vgL pag. -132 
und 133) eiaer grundsatzlichen Reyision tmter/iehen. Wir sagten frfiher: 
die gleicliformige Rotation urn die Figwrmaxe ist eine stabile, die um 
eine aquaioriale Axe eine labile Bewegungsform. Beides ist nur balb 
ricbtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dem Ereisel eine Rotation genau um die Figureuaxe. Diese 
ist aucb bei Berucksicbtigung des Luftwiderstandes eine inogliche per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Rotationsaxe ira Korper und 
im Raume nngeandert bleibt und nur die Rotation sgescbwindigkeit all- 
mablich. abnimmt. Fand die anfanglicbe Rotation aber nicbt genau. 
um die Figurenaxe statt oder wird sie durch einon Zussfaimpuls etwas 
abgelenkt ? so yerbalt sicli der abgeplattete Kreisel umgekehrt wie der 
yerlangerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
moge des Luftwideratandes, sicli mit der Figurenaxe %u ver^inigen, und 
stebt alsbald merklicb im Raume still. Beim verlangerten Kreisel eatfernt 
sicb die Rotatioasaxe, wenn sie aafangs a.ch nur boliebig wenijjr von der 
Figurenaxe abwich, nielir and mehr yon dieser, desgloicliea die Impuls- 
axe. Oder, anderg ausgedriickt: Die B'igiirenase ? die aniangs merklicb. 
mit der Rotations- und der Impulsaxe zuam.meniieL etelli; Rich im Vev- 
laufe de? Bewegung sehliefslich seuki-eclit dazu. Wir erkemnoii so: 
Biz Rotation um. die Figurenaxe, ist mit JBMcksicht auf den Luflwidw- 
staiid lei dem (tbgfijdttttften Kreisel stabil, lei dem vcrtangerten Idbii Das 
Umgekebrte gilt fiir die Rotation um eine aquatoriale Axe. 

Die yorstelieaden AusfiinrimgeiQ decken sich, soweit sic analy- 
tischen Cbarakters aind ; teilweise mit tTberlegungen, wfllche Sfco?ie*) 
im Hinblick auf die Entmckelungsgescbichte der Erde angeatellfc hat 
Yon geologischer Seite ist vielfacli die Hypotaese ausgeaprochen, dafs 

*) On the possibility of a change in the position of the earth's axis due to 
a frictional action connected with the phenomena of the tides. Monthly notices 
of the astronomical Society, London, Miirz 1867. 
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die Rotationsaxe der Erde in friiheren geologisehen Perioden einmal 
erne andere Lage im Erdkorper gehabt haben moge. Lafst sich diese 
Annalime mifc der Tkatsaehe, dais die liotationsaxe jetzt fast genau 
mit der Polaraxe zusaminenfallt, auf Grand einer Keibuagswirkung 
von der Art des hier vorausgesetzten Luftwiderstandes (Gfezeiten- 
reibung) vereinen? Da die Erde em abgeplatteter symnietrischer 
Kreisel und ihre Polaraxe eine Axe grofsten Haupttragheitsinomenfces 
ist> ware es nach. dem Vorhergehenden an sick moglich. ladessen 
werden -wir im naehsteB. Kapitel mit Riicksiclit auf die zaHenmafsigeii 
Umstande des Vorganges zu einer negatiren Beantwortung der ge- 
stellten Frage gefuhrt werden., 

Wir erganzen die obigen Betrachtungen uuumehr durch Beruck- 
sicliiiigung der Schwere. Dafiir wollen wir aber im Folgenden von der 
UngleicWieit der Tragheitsmomente absehen, also einen schweren Kugd- 
kr&isel befcracliten. Wakrend bei dem kraffcefreien Kugelkreisel die Ro- 
tation aucii bei Berfickeichtigung des Luftwidei'standes dauernd nm eine 
im Raum und im Korper feate Axe stattfindet, wird beini schwefen 
Kugelkreisel das Endergebnis sein miissen, dafs die durch genende 
Schwerpunktsaxe schliefslicii in alien Fallen senkrecht nach unten weist. 
Den Prozefa, durch. weicnen dieses orzielt wird, werden wir naherungs- 
weise darzulegen haben. 

Bei dem schweren Kreisel isfc es, wie offcer bemerkt, bequem, die 
Eulerschen Winkel und die Lagrangeschen Gleickungen. zu beautzen. 
Wir besfcimmen zunachst die in den Lagrangesohen Grleichungen vor- 
kommenden .Komponenten (oder Momente) des Luftwiderstandes itin- 
sichtlich der drei Koordinaten <p f ilf } &. Sie mogen <$>, V, heifsen 
und sind den senkrechten Projektionen des Dreliungisvektors (oder des 
in Fig. 76 verdeutlichten, aus den Strecken <p' r ty 1 , &' bestehenden 
Linienauges) auf die Figurenaxe, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional. Nennt man den Proportionalitatstaktor wie friiher K, so 
findefc man nacli Fig. 76: 

(8) <D . A (y + ^'COB ), =~ - I (tf + 9/cos ), - - Ad'. 

Die zugehorigen Impulskomponenten neifsen N f n und [8]; wie z. B. 
aua den Gl. (2) des vierfcen Paragraphen hervorgeht ; hat man im Falle 
des Kugelkreisels: 

(9) N A (g>' + ^'cos ), n = A (ii/ -f- 9>'cos d), [0] = 4-8 1 '. 

Die Lagrangoschen Gleichungen lauten, wenn T die lebendige Kraft 
des Kugeikreiseis bedeutet: 
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Mit Rucksicht auf (8) und (9) und den in Gl. (4) des vierten Para- 
graphen angegebenen Wert von dT/d& konnen wir sehreiben: 



IT J. ' ~dt 

(11) ^ + ^^p siu ^^ 

Die Gleiclmngen. (10) bedingen, ahnlicli wie beim kraftefreien Kreisel, 
eine exponentielle Abnakme der Tmpulskomponenten nacb dem Gesetze: 



TU_ _u 

A -A 



(12) 

das Verhiiltnia beider Koniponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
2V: n N Q : n . Indem wir die Werte (12) einseteen, vereinfacht sicb 
(11) wie folgt: ZJt 

(13) ~ 



Wir gehen hier wie bei dem friiheren Eeibungsproblem auf ,,Pra- 
cessions-ahnliclie Bewegungen" aiis. ' Da bei der regularen Pracession 
& const, ist, wollen wir jetzt nacb. solchen Bewegungen fragen, fiir 
die &' und -O 1 " klein sind. In erster Naherung setzen wir daber die 
linke Seite gleick Null und folgen damit einem Verfaliren, welches 
ala ,,Metbode der langsamen Bewegungen" aufserordentlicn viele be- 
wufete oder unbewufste Anwendungen auf alien Gebieten findet. Der 
Sinn dieses Verfahrens besteht darin, dais man eine hinreichend lang- 
same Bewegung uaherungsweise als eine Aneinanderreihung von Qleicb- 
gewiclitslagen auffafst ; dafs man also yon der Tragheit dfts Systems, 
die offenbar um so weniger ins Gewicht fallt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absiebt. Dies Verfahren liefert in vielen Fallen eine 
bi-aucbbare erste Annaberung an den wirklichen. Bewegungsverlauf, eine 
Annaherung, die wir im vorliegenden Falle durch Bereclinung einer 
zweiten Naberung kontrollieren werden. 

Wir bestinimen also cos -fr als Funktiou voti t aus der Gleichung: 



(14) ( - cos ) (^ - cos ) == ^ sin* & e' T . 

^ J \Jv / \ / WO-NO 

Wir setzen einen starken Anfangsinipuls voraus, nebmen also an, dafs 
AP/N 2 klein sei; von derselben Grofsenordmmg ist J.P/w JV . Flillt 
der Anfangsimpuls uberdies nahezu in die BicKtung der Figurenaxe, 
so wird n /N & ein ecnter Brucb, der etwa dem Cosinus ernes Hulfs- 
winkels ^ gleicbgesetzt werden kann. Wir unterscbeiden den Anfang 
der Bewegung (t klein) und das Ende derselben (t senr grofs). 

a) t Klein. Die rechte Seite von (14) ist wegen AP/n 9 N klein; auf 
der linken Seite mufs daber einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kauri nur der Faktor -~ cos d = cos ^ cos -9- sein. Wir setzen 
dementsprechend cos & = cos<9- -j- und vernachlassigen hohere Potenzen 
von e. Aus (14) folgt: 



/ i \ 



AP 

n n N n 



und 
(15) 



_ 



cos 9- cos -fro ^-j sin 2 &Q e 



AP 

2 



Mit dem gleiclien Gfrade der Anniilierung gilt: 



(15') 



AP 



Wir sehliefsen daraus, dafa zii Beginh der Bewegung % wiichsfc ; die 
Figurenaxe also sicli senkt, wenn P positir ist, d. h. wenn der Schwer- 
punkt auf der positiven Figureuaxe liegt. Im umgekehrten Falle ninimt 
& ab ; die Figurenaxe hebt sicli also, wahrend die Schwerpunktsaxe, die 
mit der negativen Figurenaxe identisch ist, sich. sonkt. Der Anfangs- 
wert -^ stimmt nngefahr mit unserem Hiilfswinkei -9- uberein. 

2 A^ 
b) t grofs. Das Produkt - ^-G A wird beliebig grofs ; wenn t tiber 

w u -"o 

alle Grenzen wachst. Da die linke Seite von (14) endlich bleibt ; mufs 
sin^ mit wachsendein I klein werden; cos^ wird daher gleicb. 1. 
Fiir cos -9 1 == + 1 wird die linke Seite von (14) gleich 



fiir cos -9- = 1 wird sie gleicli 



Vergleicht inan die Vorzeichen der recnten und linken Seite in (14) ; 
so erkennt man, dafs cos'9'=4-l i^ Falle P<0 7 coaO' = 1 im 
Falle P > gilt. In beiden Fallen ist die Schwerpunktsaxe gegen 
Ende der Bewegung senkrecht iiach unten gerichtet. Die formelmal'sige 
Darstellung von & gegen Ende der Bewegung lautet daher: 



(16) 
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Der graphisehe Verlauf der durch (14) bestimmten Abhangigkeit 

zwiscben # raid t wird schematisch durch die beiden Kurren der Fig. 89 

Teranschaulicht. 

STatiirlich ist es noch keineswegs ausgemacht, dafs unsere durch 

aiemlieh willkiirliehe Veraachlassigung einiger Glieder der Differen- 

tialgleichung (13) gefundenen 
Formeln den wirklichen Ver- 
lauf der Pracessions-ahnlichen 
Bewegungapproximieren. Jeden- 
falls ist hiersu noch der Nach- 
weis erforderlich, dafs die yer- 
nachlassigten Glieder thatsach- 
j, . _ / lich klein gegenuber den bei- 

jffitf) f I'- i " .*.. .....-.....-..i* *^~~~^~-~ . .. ^.>-.^..^-- .-^ & *-* *-' 

behaltenen ausfaEen. Indem 

Fig. 89. . ... i j i T j 

wir jetzt nachtraglich diesen 

Nachweis liefem/ werden wir gleiehzeitig die Moglichkeit zeigen, die 
bisherigen Annaherungen schrittweise 2u verbessern. 

a) t Klein. Wir berechnen die linke Seite der Gl. (13) auf Grund 
der Formel (15'). Es ergiebt sich 




(17) A" + I tf - - sin & Q e A . 

Das Verhalfeois dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der rechten 
Seite Ton (13), welches wir nahenmgsweise gleich Psin-8' schreiben 
konnea, wird 



Die Grofsenordnung dieses Verhaltnisses wird, da bei kleinem t die 
Exponentialgrofse nur miiisige Werte hat ? dureh die Zabl I^JN^ be- 
stimmt. Zufolge der Emfiihrirag des Proportionalitatsfaktors A bedeutet 
denjenigen Zusatzimpuls, welchen der Luftwiderstand bei einer 
Umdrelmng uin irgend eine Axe ansiibt. Wir diirfen annehmen, 
dafs dieser erheblich kleiner ist, als cler Jligenimpuls des Kreisels oder 
anders ansgedriickt, dafs die Tragheitswirkungen der Luft iaufserst ge- 
rmg sind Terglichen mit den Tragheitswirkungen des Kreisels. Unsere 
Kontrolle der obigea NaheruEgslosung hat also ein befriedigendes Er- 
gebnis gehabt, da sie zeigt, dafs die vemachlasaigten Glieder der 
Differentialgleichang in der That Ton garingeror Ordniing wie die bei- 
behalteaea waren. 

Die bisherige Losung lafst sich. jetzt ieicht durch Beriicksiehtigung 
der Hnken Seite von (18) korrigieren. Wir setzen, aufser in dem Aus- 
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scklag gebenden Gliede n^ N Q cos &, iiberall in Gl. (13) unsere erste 
Naherung (15) em; f'iir die linke Seite benutzen wir dabei den Aus- 
druck (17) 5 auf der reekten Seite haben wir nack (15) zu setzen: 



A3? 
sin & = sin -0- 11+ -- cos & 



2if \ 
~A~ I 

& Q e L 
/ 



TIT /> TT <> n It l ". JT , 

N w cos i> iV sin 2 # ( 1 4- vf T cos '' 

\ i\ 

Mack einigen formal.en Vereinfachangen und bei Yornaehlassigung 
kokerer Pofcenzen der kleineu Glieder finden wir 

A P T" J /3 ^1 P ( 

ft JV n COB # = ->-- sin 2 -9- n c*' 114- (~>v-- cos -0- ft = 

u u /vr u i * \ nj^ z y r 

und kierans: 

(18) cos & = cos -9- -Y-r 9 ^ 2 ^o e A 1 1 + ("ATs" cos ^o ~ ATT) c A \ 

Dies ist die gesuckte Korrektiou von (15), die wir als eine zweite 
Nakerang anzuaeken kaben, da nunmekr die Quadrate und Produkfce 
der kleinen Grofsen AP/N^ und l*/N^ beibekalten sind. Ersicktlick 
entkalt tinser Verfakren den Keim zu einer beliebig fortzusetzenden 
Potenzentwicklung nack eben jenen kleinen Grofsen-, wir brauckten nur ? 
urn zu dieser zu gelangen, aus der zweiten Nitkerung eine dritte etc. 
zu berecknen. Mit wacksendem t wiirde siek die Konvergenz der Ent- 
wickeluug verscklecktern, da in (18) die Potenzen der genannten kleinon 
Grofsen von den entspreckenden Potenzen des Fakfcors e z2 -^ A begleitet 
werden. Aus dieseni Grande und wegen der Umstandlichkeit der so 
entstekenden Formeln begntigen wir uns mit der zweiten Nakerung. 

b) t grofs. Auck kier gilt es zuaackst, nackzuwoisen, dafs in 
Gl. (13) die linke Seifce bei der Aufsteliung der JMakerungslosung (16) 
yernacklassigt werden durf'te. V\"ir berticknen zu dem Ende die ver- 
nackliissigten Terme nack Gl. (16) and linden, je nackdera P^O ist ? 

ff , J X 3 . 

A& -1- ^.'O 1 -~ -I- ,- C-Ulla). 

-^ 4 A 

Baa Verkaltnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede P sin ^ der 
reekten Seite von (13) betriigfc 

l"AP" 

Wir diirien annekmen ; dais A 2 klein ist gegen die glei&kbenanate Groise 
AP } was etwa a-uf die Annakine Mnauskommt , dafs der Einfiufs des 
Lui'twiderstandes anf die Kreiaelbawegung klein ist gegeniiber der 
Sckwerewirlmng. Jedenfalls ist unter der genannten Annaknxe die 
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Vernachlassigung der linken Seite von (13) in erster Naherung ge- 
rechtfertigt. 

Cfehen wir auch hier auf deni oben beschriebenen Wege zu einer 
zweiten Naherung iiber, so finden wir, wenn wir die Falle P ^ 
' durch ein doppeltes Vorzeichen unterscheiden: 

(19) ~ 



also eine Formel desselben Charakters wie (16). Auch hier konnte 
man zu einer dritten etc. Naherung fortschreiten. 

Die fur die erste Naherung entworfene schematische Figur 89 
kann uns ebensowohl zur Veranschaulichung dieser zweiten Naherung 
dienen. tTbrigens werden sich dieser Figur noch Nutationen von der 
Periode der Kreiselumdrehung uberlagern konnen, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhangen und sich im Verlaufe der Be- 
wegung abglatten. Unsere Kurve aus Fig. 89 kann sich nur bei geeignet 
gewahlten Anfangsbedingimgen (und auch da nur naherungsweise) ein- 
stellen, ahnlich wie die regulare Praceasion bei dem idealen Kreisel. 
Ina Allgemeinen wird sie nicht die Integralkurve selbst sondern nur die 
,,Leitlinie" der Integralkurve darstellen, um welche sich die letztere mit 
abnehmenden Oscillationen herunischlangelfc, ahnlich wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Paragraphen. 

Bei nicht kugelformigem Tragheitsellipsoid liegen die Verhaltnisse 
wesentlich komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dafs die Figuren- 
axe wegen der kombinierten Wii'kung von Schwere und Luftwider- 
stand nach der Vertikalen hinstrebt, dafs sic aber wegen der Verschieden- 
heits der Haupttragheitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcher 
dieser Einnlisse die Oberhand gewinnen wird ; lafst sich ohne ein 
tieferes Eingehen nicht entscheiden. 

8. Die Elastizitat des Kroiselmaterials. 

So unentbehrlich der Begriff des starren Korpers fiir Naturwiseen- 
Bchaft und Technik ist ; so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur grob. angenahert wird. Auch der in Bewegung gesetzte Kreisel wird 
sich nicht nur wie ein starrer Korper als Granzes bewegen, sondern er 
wird gleichzeitig den durch die Bewegung hervorgerufenen Spannungen 
ctwas naehgebend sich deformieren. Die Frage ist nur, ob solche Form- 
tindeningen unter. irgend welchen Umstanden merklich werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden. wo wir vielleicht 
am ehesten geneigt sein mo'chten, die Vorstellung der starren Konsti- 
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tution festzuhalten, iin Falle unserer Erde. Nicht nur 1st die Gtestalt 
der Erde in dauernder Weise durch ihre Umdrehung beeinfiufst und 
von derjenigen verschieden, die sie annehmen wiirde, wenn sie eines 
Tages zu rotieren aufhoren wiirde; sondern- die Grestalt der Erde andert 
sieh auch, wenn sich die Drehaxe im Erdkorper umlagert, also von 
ihrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Figurenaxe der 
Erde zitaanmienfallt, efcwas abweicht. Direkt ist eine solclie Porm- 
anderung natiirlich nicht mefsbar; sie ubt aber eiue Btickwirkung auf 
die Bewegurig der Erde, nanilicli auf den Wechsel der Drehaxe im Erd- 
korper aus, eine Rtickwirkung, die sehr wohl der Messung zuganglich 
ist. Wir kommen im nachsten Kapitel auf diese Verlialtnisse im Zu- 
sammenhang zuriick. Hier gilt es, die spateren Diskussionen vorzu- 
bereiten und zu zeigen, dafs entsprechende Fragen bei jeder Art Kreisel- 
problem auftreten, wenngleich. ihnen bei den tiblichen Abmessungen 
und Formen ungerer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
komnien diirfte. 

Lidem wir die Verhaltnisse der Erde im Auge behalten, betrachten 
wir einen Kreisel von der Form eines abgeplattcten Rotationsellipsoides, 
Die Massenverteilung im Inneren des Ellipsoides sei homogen, den 
Schwerpunkt desselben denkeu wir uns untersttitzt ; sodafs wir nur die 
kraftefreie Bewegung zu betrachten haben ; die beim starren symme- 
trischen Kreisel, wie wir wissen, eine regulare Pracession ist. TJnser 
Interesse werden wir auf die Pracessionsdauer und den Einflufs, den 
hierauf die Elastizitat des Materials nimmt ; richten. 

Hinsichtlich der Benennung ist im Auge zu benalten, dafs gerade 
im Falle der Erde die bier zu studierende Pracessionsbewegung als 
freie Nutation (spezieller, sofern man vom Eiuflufs der Elastizitat ab- 
sieht, als Eul&rsche Nutation} bezeicnnet wird, wabrend man bekanntlich 
bei der Erde unter Pracession eine dureh Sonnen- und Mondanzienung 
erzwungene Bewegung von aufserordentiicb. viel langerer Periode ver- 
stent. Dieser langsamen erzwungenen Pracession iiberlagert sich die 
sehr viel raschere Eulersche Nutation, unsere kraftefreie JPracession, 
so dafs die Gesamtbewegung den uns wohlbekannten Charakter der 
pseudoregularen Pracession annimmt. Ubrigens bezeichneten wir auch 
bei der allgem einen Untersuchung der pseudoregularen Pracession in 
Kap. V, 2 die Schwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regularen Pracession als Nutation; auch dort erweist sich 
diese Nutation gleichbedeutend mi't der kraftefreien Pracession des dem 
Einflufs der Schwere entzogenen Kreisels, namlich unter den Be- 
dingungen, clurch welche wir die pseudoregulare Pracession defi- 
nierten, dafs 1) der Eigenirnpuls sehr grofs sei (2V 2 grofs gegen Af) 



600 VH. Einflufs von Ecibting, Luftwiderstand, Elastizit&t etc. 

und dafs 2) die Figurenaxe stets in der Fake der Impulsaxe liege, 
Bedinguugen, welcke im Falle der Erde erfiillt sind. 

Die gestaltlicken und MassenYerkaltnisse unseres Kreisels werden 
durck Angabe der folgenden, aack Voraussetznng positiven Verhiiltniszahl 

gokennzeicknet, welcke wir die , y ElUpt-mmi?' nennen. Aus der Ellip- 
tizitat bereeknet sick die numeriscke Excentrizitat e der Meridiankurve 
unseres Eliipsoides nack der Formel e - > / 2s/(r^F). Fur eia be- 
liebiges Ellipsoid gilt namlick, dafs das Tragkeitsmoment uin eiae be- 
liebige Hauptaxe gleick dem fanften Teil'der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hauptaxen wird. Bo- 
zeicknet also Z> die in die Figurenaxe des Eliipsoides fallende kleine 
Hauptaxe, a die in die Aquatorebene failende grofse Hauptaxe der 
MeridianeUipse, so kat man 

TUT Jvj , 

A * / Sr i x.*^\ /^ "^^ f 2 t 2\ 

und daker , ,. 



wakrend die Definition der numerischen Excentrizitat bekanntlich lautet: 

2 a 2 -6 s 

VJ _ _ f 

a* 

Hieraus folgt leicht der oben angegebene Zusammenhang zwischen e 
und . 

Indeni wir abermals an. die Vernaltnisse der Erde deaken, setssen 
wir s als kleine Zdhl vora/ns; die Gestalt des Ellipsoides weicht dann 
wenig von der Kugelgestalt ab (Spharoid). TJnter dieser Annahme 
schreiben wir die naherungsweise Gleickung der Oberflache deis Eliip- 
soides an. Wird e nacn der Figureaaxe, x und y nack zwei reckt- 
winkligen Axen der Aquatorebene gemesseu, so kaben wir zunackst 
okne Yernacklassigung 

V + L1L' - 1 

6* ^ a 2 *" 

Wir tyansformierea diese Gleiekung in aentriscke PolarkoordinateR ? in- 
dem wir mit r den Abstand eiaes Punktes der Oberflaoke vom Mittel-- 
punkt des Ellipsoides, rait die Keigung des Eadiusvektor r gegen 
die Aquatorebene bezeicknen. Wir kaben dann 



also sufolge der obigen Ellipsoidgleickung 



COS 8 C03 S 6 1 ,. , . 

pj -- H - r- " p- (1 - e 8 cos 8 
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und angenahert 

(1) r = fc(l-McOS 2 0). 

Dies die urspriingliche Kreiselgestalt. Wird nun der Kreiael in 
Rotation versetzt, so tritt eine Formanderung auf, die wir ala klein vor- 
aussetzen koniien. Findet die Rotation gerade urn die Figurenaxe statt, 
so wird das Ellipsoid noch etwas mehr abgeplattet: die Elliptizitat 
wird urn emeu Heinen Betrag s vernielirt. Bei der Berechnung der 
nmzukomnienden Elliptizitat ', die nach den Grundsatzen der Elasti- 
zitatstheorie zu erfolgen hat, wird man von der ursprunglich vor- 
handenen Elliptizitat s unbedenklicL. absehen, also die urspriingliclie 
Kreiselgestalt einfach als Kugel roraussetzen durfen. Denn durch die 
kleine AVweichung s von der Kngelgestalt wird die hinzukommende 
Elliptizitat s' nur in einer Crrofse zweiter Ordnnng (von der Grrofsen- 
ordnung des Produktes / ) beeinflufst. Man kann dabei die Frage 
anfwerfen, welchen Radius man der Kugel geben soil, durch welcne 
man sram Zweck der Berechnnng von e' das urspriingliclie Ellipsoid 
mit den Hauptaxen a, und 6 ersetzen will. Am nachsten liegt es ; eine 
mittlere, zwischen a und & enthaltene Lange m als Radius zu wahlen, 
die man so bestimmt, dafs der Inhalt der Kugel gleich. dem Inhalt 
des urspriingliclien Ellipsoides wird. Diese Forderung fuhrt auf die 
Bedingung 

m 8 - a6. 

Setzt man ftir a den aus 6rl. (1) mit = folgenden Wert a 'b(l'-\-s) 
eia, so wird 



Die Gleicbnng des ursprunglicben Ellipsoides lafst sieK daiier folgender- 
maTsen aclireiben: 



waferend die (Heiehmig desjenigen Bilipsoides 3 in welches die Xagel 
vf.im Radius VK iibergoht, die folgende sein wird 



-f *'(cos a 

Dnrc'b. Superposition der beiden geringeu Abplattungen. s mid e ergiebt 
sicb als CHeiehuiig unseres durch die Eotation deformierten Eliipsoides: 



(3) r = ml -I- (c -f 

Ahnlich konnen wir verfahren, wenn die Rotation urn eine von 

der Figurouaxe abweichende Axe stattfindet. Der Winkel zwischen 

Figurenaxe und Eotationsaxe sei $ (vgL Fig. 90 FOE}, Die nun 
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F 



entstehende Abplattung wird sicb symmetriscb um die Rotafcionsaxe 
OR berum Yerteilen und kann wiederum so berecbnet werden, als ob 

der Kreisel die urspriing- 
licbe Form eine'r Kugel vom 
Radius m batte. Die hin- 
zukommende Elliptizitat e 
bat dieselbe Grofse wie vor- 
ber. Die Gleicbung des aus 
der Kugel entstebenden El- 
lipsoides lautet 




Fig. 90. 



wo 0' den Winkel des be- 
liebigen Radiusvektors r 
gegen die zur Rotationsaxe 
senkrecbte Ebene bedeutet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt, ist 

f^r | r\ t s 

Hiermit ist aucb.in geniigen- 
der Naherung die Formanderung bestimnit, welcbe das ursprunglicbe 
Ellipsoid (Gl. (2)) durcb Rotation um die Axe OH erleidet. Die neue 
Form wird durcb die Gleicbung 

(5) r = ro (l -f cos 2 + e cos 2 (0 4- 9) - ~ (e + f')) 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Annaherung die Gleicbung eines abgeplatteten 
Ellipsoides, wie es die bisberigen Gleicbungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen Ellipsoides fallt aber nicbt mehr mit der urspriing- 
lichen Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmehrigen Figurenaxe (und der zugehorigen 
Aquatorebene) baben wir die Gleicbung 

^L ft 

rJCl ) 



das beifst: 

e cos sin + ' cos (0 -f- d 1 ) si 

Den Winkel $ werden wir als Ideinen Winkel voraussetzen. 
diirfen dann statt der obigen Gleicbung scbreiben: 

{ cos sin + ' cos sin Q -{- e'd (cos 2 sin 2 0) = 
oder 



Wir 



7+7 
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Die rechte Seite 1st wegen des Faktors d klein; daher erhalt man fiir 
zwei Werte -0- und #/2 &, die sicli wenig von Null und von 
n/2 unterscheiden. Der erste kommt einer der in der Aquatorebene 
gelegenen Hauptaxen, der let/tere, der neuen Figurenaxe zu. Der 
Winkel zwischen der ursprunglichen xind der neueu Figurenaxe (; FOF' 
in Fig. 90) betragt ebenfalls fr und man, hat hinreicliend genau 
(6) #_ _!_$< #. 

v J s -j- s 

Das so gefundene Resultat ist sehr anschauiich : 
Ware das Material des Kreisels absolut starr, so wurde die Massetir 
verteiliwg nacli wie vor symmetrisch urn OF Ueibm (-0- = 0); ware es 
absolut nachyiebig (Flussigkeii), so wilrde es swJi symmetrisch um die 
DreJiaxe OR herum gruppieren (-9 1 = d~); bci jedem endlichen Grade von 
elastisclier Widerstandsfahigkeit mufs sicli ein mittlerer Zustand cmsbilden, 
bei, welcher eine zwischen OF und OH gelegene Axe Symmebrielinie der 
Massenverteilung wird (-9- < tf). 

Aus der nunmehr bekannten G-estalt des Kreisels wird es leicht 
sein, immer unter der Anuahrae homogener Massenverteilung, auf Trag- 
heitsmomeiite und Elliptizitat des deibrmierten Spharoids zu schliefsen. 
Und zwar werden wir auf dieselbe Elliptizitat gefuhrt werden ; gleieli- 
viel, ob die Rotation urn die Figurenaxe OF oder um die davon ab- 
weickende Axe OR stattfindet, ob also die Oberflaclie durch Gl. (3) 
oder durch Gl. (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 

aus Gl. (3) fiir 0=0 : r = a' - m (l + ^(6 + 



r = 



= m 



( 4- 



aus Gl. (5) fiir = - -9' : r 



wobei wegen der Kleinheit von -9- gesetzt wurde : cos 2 <& = 1 , sin 2 & = 0. 
Heide Ellipsoide sind also in erster Naheruny kongruent, sie unterscheiden 
sich nur durch ihre Lage, nicht durch ihre Gestalt. Deinentsprechend 
werden auch ihre Haupttragheitsmomente A' und C' und ihre Ellipti- 
zitat E die gleichen. Man findet aus den vorstehenden Werten von a f 
und &' unmittelbar: 

M in. -j-n-i^z ii 

( n " -4- n - 1 _ ii g 

2 



4 , 
A 



C'. 
E 



C' A' 
_.,_ 
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Wir sind jetzt in der Lage, die Dauer einer freien Pracession des 
Kreisels sowohl fiir ein starres, wie fiir ein durch die Rotation defor- 
mierbares Material zu berechnen. In ersterer Hinsicht ko'nnten wir 
uns auf Rechmingen aus Kap. Ill, 2 berufen. Nach GU. (6') von 
pag. 151 ist die aquatoriale Koinponente p -f iq des Drehungsvektors 
bei der regularen Pracession durch einen Exponentialausdruck gegeben, 
in dessen Bxponenten it mit dem Faktor 

O A 

multipliziert erscheint. Dieser Faktor mufs daher gleich 2 it JT sein, 
wenn T die Pracessionsdauer bezeicanet. Bedeutet andrerseits t die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotations vektor Q gleich 
2% ft und seine Komponente nach der Figurenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit r bezeichnet ist, gleich cos^-^w/r, unter S 
den in Fig. 90 so bezeichneten Winkel verstanden. Mithin hat man 

9 yf C^ -- A 9 if 

T At 

4 

oder, da man cos <5 hinreichend genau gleich 1 setzen darf: 

(8) r=-i. 

V J 

Lehrreicher und fur das folgende niitzlicher ist indessen dw 
folgende Weg zur Ableitung der gleichen Formel. Nach unserer A.uf- 
fassung der Eulerschen Bifferentialgleicliungen sagen diese aus, dafs 
der Impulsvektor im Raum bei der kraftefreien Bewegxing nach Richtimg 
imd GSrofse ungeandert bleibt, dafs dagegen relativ gegeu den Kreisel 
die Fortschreitungsgeschwindigkeit des Impuls-EndpunkteB nach Richtoag 
und Grofse gleich dem vektoriellen Prod.ukt voa Iinpxils- und Drehungs- 
vektor (der sog. ,,resultierenden zentrifugalen Drehkraft") ist. Bedeutet 
also J" den Vektor des Impulses, |7| seine Lange, dJ seine augen- 
blickliche Inderung relativ gegon den Kreisel und bildet. derselbe mit 
der Figurenaxe den Winfcel y (vgl. Fig, 90), so hat man 

(9) | - V(J, JB) - | Jl Q sin (d - y) ; 

Q. ist die Laage des Rotationsvektore R und kann wie obea. gieicK 
2/t gesetzt werden. Der Impuls-Endpunkt beschreibt nun im Kr&iael 
wahrend eines Fracessioiisumlaufes einen Kreis vom Radius j J] sin y 
um die Figuranaxe. Hierzu gebraucht er vermoge des angegebenen 
Wertes seiner Fortschreitungsgeschwindigkeit die Zeit 



sin (d 
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oder bei hinreiehender J&Qeinheit dea Winkels d 



Diese Berechnimg stimmfc mit. der in (8) gegebenen natiirlich iibereiri. 
JEs ist namlich tg y gleieh dem Verhaltnis der aquatorialen Ilompo 
nente des Impulses zu der naoh der Figurenaxe genomnienen und tg d 
gleich dem Verhaltnis der entspreehenden Komponenten des Rotatipns- 
vektors. Da sich nun naeh dem grundsatzlichen Zusammeuiiang zwischen 
Impuls' und EotationsTektor entsprecliende iCompouenteii beider Vektorea 
wie ^L bez. wie Yerhalten, so ergiebt eich 

oder jh.inreich.end genau 



Die tjberlegiing, die zu Crl. (9) fiilirte, lafst sich unmittelbar auf 
den elaetisch detbrmierbaren. Kreisel iibertragen. Wir miisseis. dabei 
nur eine Vorauseetzuiig ausdrticklich hervorheben; Die Pormand&rwng 
sail Zdt hdben, sich vollstandig in der dben beschricbenen Weise fur jede 
Lage des Rotationsvchtors ausimbilden,, bevor dieser Vector seine Lage 
im Kreisel merldich verandert hat. Diese Annahine ist in hoheift Grade 
gerechtfertigt., da sich Spanmingen und Fonnanderungen allgemein 
gesprochen mit der dem betr. Material eigentiiinlichen, Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten, wahrend die beobachtbaren Bewegungserscheinungen 
(hier die Umlagerungen des Rotations vektors) aufserordentlich viei. lang- 
samer erfolgen. Unter dieser Annahme werden \vir seheu, dafs die 
allgomeine Bewegung auch des deformierbaren Kreisels als regulare 
Pracossion beKeichnet werden kann. Wtrrde dagegen diese Annahme 
ni(?,ht Kuliisaig sein, -wiirde also die Abplattung naoh Lage und G-roIse 
hinfcer der durch die jeweilige Lage der liofcationsaxe indiijierfcen Ab- 
plattung Kuriickbleiben, so ware die Bewegung viel komplizierter. 

Wir unteracheideu die durch die jeweilige Rotation abgeiuidcrte 
SymmetrielJTiie der Massenverteilung (OF 1 in Fig. 90) als instantane 
Fiyurcna&v von der ur$-pru)iglicli.en oder mittlfircn Figurenaxe OF. Die 
Bewegu!ig des deform ierbaren. Kroisels wird nun in jedem Augenblicke 
dieselbe sein, wic die (-iues starren Kroisels mit der wechselnden 
Figuren:.vxe ()}<" und den abgetiuderteri Tragheitsraomeuten A' und C'. 
Demeritsprecheiid wird der impuls-Endpunkt, desseu Fortschreitungs- 
geschwindigkeit gegen das Kreiselniaterial wieder durch das vektorielle 
Prodakt avis Impulsvektor (</') u.nd Botationsvekt(>r (R) gegeben ist ; 
in jedem. Augonblicke senkrocht gegen die durch die Vektoren J' und 
M geiegte Ebene fortschreiten. Jede XJnilagerung yon J f bringt aber 

KleJa-Somtncr feld, KmiBfelbevveg-ung ILL. Autl. 39 
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eine Umlagerung von R mit sich, und zwar nrafs nach dem 
gemeinen Zusammenhange zwischen Impuls- und Drehmigsvektor del* 
Endpunkt von R parallel zu dem Impuls -Endpunkte fortschreifceii- 
Jede Umlagerung des Rotationsvektors hat andrerseits eine Forxa- 
andenmg und eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Folg'e. 
Da wir annehraen, dafs die Formanderang Zeit Iiat 7 sich vollstandig 1 
auszubilden, liegt die instantaiie Figurenaxe dauernd in der durcli O3? 
nnd R bestimmten Ebene. In derselben Bbene liegt auch wegen des 
aJlgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Rotationsvektor 
die Axe Ton J'. Die drei Axen OF', OJ f und OE liegen. also in der 
gleichen Meridianebene dnrch OF, die sich um OF dreht. Da iiber- 
dies die Winkelabstande der drei Axen erhalten bleiben, beschreibt 
jede derselben einen Kreiskegel und im besonderen der Impuls-End- 
punkt J' einen Kreis urn OF. Diese Bewegung hat dureliaus den 
Charakter einer regularen Pr'acession,.nur dafs aufser der Impuls- und 
der Rotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Korper fort- 
schreitet. Wir berechnen jetzt die Pracessionsdauer T', iudem wir 
wieder denWeg des Impuls-Endpunktes wahrend eines Umlanfs durcb. 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der Weg betragfc jetzt 2x\J f \ sin ( + /) (vgl. Fig. 90), die Forfc- 
scnreitungsgeachwindigkeit ist 

f-[J"|Q sin (<?'-/), 
dalier wird die Pracessionsdauer 



| J 7 1 Q sin (8' 

oder hinreichend gen.au 

(11) 

^ J 

Den hier auftretenden Winkelquotienten haben wir mit Riicksicht auf 
die 01. (6) und (10) iimzureclmen. Aus Gl. (6) foltrt, da naoh Fig. 90 

S.QIT,/-, *-yO7 r> 



Gl. (10) lautet, fiir die deformierte Gestalt des EUipsoides angeschrieben : 

/ : $' = A': C' 
und lehrt, dafs hinreichend genau gilt 
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Hiornach wird 



Dnser obiges Rcsoltat beziiglidi der Praeessiousdauer T (Gl. (11)) 
I til's t sick daher schreihen: 



T 



(12) . T' - ~. 

in welcker Form es mit der friikeren Grleiekung (8) zusammenfallt. 
In Worten keifst dieses: 

Die Pracessionsdaucr cincs Kmisels von dtfbrmifirbarem Material 
und sphdroidheher GestaU hc.rechnct sick nirJif mis der Elliptisitdt seiner 
deformicrten Cicstalt, (welch e E e -\- F genanrit wurde), sondern aus 
der FMiptisitat seiner urHpri.'mglidw.n Form, die es vor der Rotation 
liatte und die ca ]wim Erlb'scJien der Rotation winder annchmen wilrdc. 
Sie ist daher von der ('.[.astischen Nacligiebiylteit dcs Materials unab- 
iu'ingig tind im Iwsondcrcn glrich der Prdcessionsdauer tines absolut 
starrm Krelsda, dcssen Elliptizitat mit der urspriinyliehen Ettiptizitat e 
des deformierbaren I&eisels nln'reinslimmk 

Wir werden im folgendon Kapitel )>ei den geopkysikaliscken An- 
woudungen auf dieseu Sat/ zuruckkominwi u.nd werden ikn zum Aua- 
gangspnnkt ftir die Darstellung der Polsckwanknngen und fiir die Er- 
kllirung der sog. Ckandlersclten Periode nekineu. Eine Sckwierigkeit 
hat die ubortragung dor voi'stekenden Hesultate auf die Verkaltnisae 
der Erde nur insofera, als 1) die Erclo ikrer Masse nverteilung nack 
kein komogenca Rotatioiiaellipsoid ist ; sondern nack der Mitte kin 
dicktcr als auf der Oberftacke ist, mid ferner insofem als 2) bei einer 
Deformation der Erde neben den elasfcischen. Kraffceu auck die Gravi- 
iationHwirkungoTs der ein'/eJnen Teile auf einauder wesentlich in Betrackt 
kornanm. Der erstgoiiaantc tliu stand bringt es niit sick, dafs alle 
Zaklenangaberi, <lie wir apiiter KU inacken kaben werden, mit einer 
gewissen IJ'nsickerkeit iiekaftet siml, entspreckend - der Unsickerheit; in 
dert Aunahnieii iiber die Masserivertoihmg iin Erdinnern. Die an zweiter 
Stelle genaiinte Bckwierigkeit ist dadurck zu kebeii ; dafs wir die im 
Vorstekendeu mit t' bexeichnoto Elliptizitat bei der Erde als diejeuige 
Elliptixitat 7U definieren haben wordeii, die eine Kugel von der Elasti- 
zitiit und der mittleren Dickfce und tirofe der Erde unter der yemein- 
satnen Wirkung der elaptiscken Kraftc und der Gravitationswirknngcn 
annekmen wiirde, woun sie mit der Grescbwindigkeifc der tagliclieri 
Erdnmdrekiing in "Rotation versetzt wird. 

Nock moge daranf kingewiesen werden, dais die Voraussetzung 
eines nakezu kugelformigen Krei.sels, an der wir in diesem Paragraph eu 
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festgelialten haben, nicht allein im Interesse der Anwendung auf den 
Erdkorper geboten war. Man iibersieht vielinehr leicht, dafs gerade 
eine spharoidische Masse oder ? allgemein gesprochen, eine Masse you 
spharoidischem Tragheitsellipsoid in Hinsicht auf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkrafte besonders ernpfindlich sein wird. 



9. Die Elastisitat der tTnterlage. 

In hoherem Grade wie die Elastizitiit des Kreiselmaterials durfte 
bei den gewohnlichen Versuchen die Elastizitat der Unterlage den 
Charakter der Kreiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr haung 
ein Mitschwiugen der Unterlage (Tischplatte),, das sich sowohl dem Ohre 
wie dem Tastsinn deutlici. bemerkbar macnt. Um die Schwingungen 
einer Tisdliplatte zu erzeugen und zu unterhalten, ist aber Energie 
erforderlicn. Diese mnf$ auf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden uud wird teils im Innem der Tischplatte durch innere 
Eieibung etc. in Warme verwandelt, teils wird sie nacli aufsen hin 
zerstreut, indeni sick die Schwingrngen der Tischplatte auf entferntere 
Gegenstande (durch die Beine des Tisches auf den Fufsboden etc.) je 
langer je mehr iibertragen. Durch das Mitschwingen der Tischplatte 
wird also die lireiselbewegung gedampft. Von alien iibrigen Energie 
verzehrenden Eriiften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar- 
stellung natiirlich absehen. tJber die Schwingungsforni der Tischplatte 
wollen wir die Annahine niachen, dafs es sich urn. transversale Platten- 
scKwingungen handelt ; bei denen etwa die Stiitzpunkte <ier Platte auf 
den Tischbeinen festbleiben und jeder Pun}ct der Platte in vertikaler 
Eichtung auf und ab schwingfc. An sieh ist allerdings auch eine hori- 
zontale Schwingung der Platte als Ganzes nioglich ? wobei die Beine 
dee Tisches wechselnde Verbiegungen erfahi-ea wxirden. Wir wollen 
aber annehmen, dais bauptsachlich die erstere Form der Schwingung 
durch . unsem Kreisal ausgelost wird, was mit den gewohn lichen Ver- 
haltnissen des Experimentes in Einklang aa sein scheint. 

Um das Problem mathematisch zuganglich zu niachen, ersetzen 
wir in Gedanken die mitschwingende Tischplatte dtirch einen ein/elnen 
Masaenpunkt, welcher urn seine natuiiiche Qleichgowichtslage .in ver- 
tikaler Richtung beweglich ist und nacli dieser mittleren Lage durch 
eitie seiner Entfernung von proportionale Kraft zuriickgezogen wird. 
Die Grofse dieser Kraft sowie die Grrofse der Maase ware duroh Ver- 
suche an der Tischplatte iolgeuderinafsen festzustellen: Man niesse die 
vcrtikale Ausbiegung ^ der Tischplatte an der Stelle des Auflagepunktes 
des Kreisels auf Grand einer Belastung K und berechne daraus ; indeni 
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man Proportionality zwischen Ausbiegung und Belastung voraussetzt, 
diejenige Kraft Jc, die zur Ausbiegung g =* 1 (etwa 1 cm) gehort. 
Ferner bestimrae man die Dauer der ireien Schwingungen T der Tisch- 
platte uud berechne daraus die , ; reduzierte sehwingende Masse" der 
Tischplatte m = s Diese reduzierte Masse ist zugleich die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuioren; die Kraft, mit der er in seine mittlere Lage zuriickgezogen 
wird, ist /<;. Fiir das Folgende ist es aber unerlafslich, auch die 
Dampfung der Schwingungen der Tiscliplatte zu beriicksichtigen, hervor- 
gerufen teils durch Energieverwandlung im Linern der Platte, teils 
durct Energiezerstreuung nacb. aufsen ; weil nierTon gerade der uns inte- 
ressierende Verbraucb. an Bewegungsenergie des Kreisels" abbangt. Wir 
denken Una desbalb auch das logarithmische Dekrement der Scbwing- 
ungen der Tisciiplatte bestimmt und nennen dasselbe - 5 darauf schreiben 

7/1 

wir unserem Massenpnnkte nocb eine Kraft zu 7 die seiner Gescnwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, narnlich gleicb 1%% ist. Die 
freien Schwingungen unseres Massenpunkfces werden alsdann in alien 
Stiicken den freien Schwingungen der Tischplatte alinlicli. Sie sind 
dureh die einfache Gleicbung bestimmt: 

(1) mr + /^'4-/^==0. 

Wie aus der Emfubrung der Qrofsen m } h, 1< hervorgeht, ent- 
spricbt allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleicbung 
der Triighcit, das zweite der Dampfung 7 das dyitte der Elastizitat der 
Tischplatte. Wollen wir ein schematisches Bild unseres fiir die Tisch- 
platte substituierten Massenpunktes haben ; so konneii. wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine massenlose Spiralfeder von verfci- 
kaler Axe ist am untereu Ende auf einer unnachgiebigen Unterlage 
bofesiigt imd tragt am oberew Ende den Massenpunkt m. Die Feder 
ist durch eine Fiihrungshiilse an seitlichen Ausbiegungen behindert, 
kann al)er in vertikaler Richtung verlangert oder '/usammengedriickt 
werden. Dor Verlangerung oder Zuaammendriickiing 1 wid.erst.rebt sie 
dabei mit der Kraft ^F k] aufserdem wirkt im Innern der Feder oder 
an der Fiihrungshiilse ein der Geschwindigkeit proper bionaler Wider- 
stand, welcher bei der Geschwmdigkeit 1 die Grofse k hat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpunkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiaelaxe als Stiitze. 

Unter dem Einflufa der Kreiselbewegung kommen indessen nicht 
die durch die vorstehende Diiferentialgleichung beschriebenen freien 
Schwingungen unseres Massenpunktea (Tischplatte) sondern gewisse er~ 
zwungene Sehwingungeri zustande. Bedeutet R die Reaktion" oder 
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den -Crack des in Bewegtmg befindlichen Kreisels auf die Unterlage in 
vertikaler Richtung, so gilt fur diese erzwungene Schwingung ersiehtlicli 

Die GrbTse von E folgt aus den allgemeinen Impulssatzen, hier arm 
dem Satz ffir die vertikale Schwerpunktsgesehwindigkeit des Kreisels. 
Bedeutet g die vertikale Koordinate des Schwerpunktes, von dem im 
Raume festen Punkt aus gezahlt, so wird die Vertikalkomponente 
des Einzelinipulses (Schiebeimpulses) Mz\ ihre Auderungsgescliwindig- 
keit ist gleich der Summe der in vertikaler Richtung auf den Kreisel 
wirkenden aufseren Kraften, d. h. der Schwere My, wenn M die 
Kreibelmasse ist, und dem Gegendrucke der Unterlage gegen den Kreisel 
E. Man hat daher die Gleichuug: 



oder 

(2) ' E - - M(g + O 

iihnlicli wie in dem Anhange zu Kap. VI GI. (3) pag. 515. Aus Gl. (!') 
wird daher 

(3) m$" + Jit,' + U + Mf ^-Mg^O. 

Wir unterscheiden des weiteren zwischen dem im Raume festen 
Punkt (der natiirlichen Lage unseres Massenpunktes m) und dem 
beweglichen Punkte P (seiner augenblicklichen Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklichen Auflagepunkte des Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfallt), wobei OP gleich ist. Von P lauft die Figurenaxe, die 
Knotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir die Euler- 
schen Winkel 95, ty } d z'ahlen. Die vertikaie Schwerpunktskoordinate 2 
wird, wenn E den Abstand PS des Schwerpimkfces vom Auflagepimkte 
bedeutet, 

(4) ^ = g + -Ecos-O- 

zu setzen sein. Gl. (3) kann daher auch so geschrieben werden: 

(5) (m + Jf) r + AC' + *S + MJ5~- i cos& + Mg - 0. 



Man erkennt aus dieser Gleichung, wie durch Vennitteluug dor Reaktion 
R die Bewegung des Kreisels mit der Bewegung unseres Massenpunktes 
m ,,verkoppelt" ist. 

Um die vollstandigenBewegungsgleichungen des Problems zu erhalten, 
haben wir nunmehr die Drehung des Kreisels urn den (selbst vertikal be- 
weglichen) Aufkgepunkt P zu betracMen. Als aufsere Kraft kommt hier- 
bei nur die Schwere in Betracht, die um die Knotenlinie das Moment 
giebt, da die Reaktion E mit Bezug auf P das Moment 
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hat. Hiernach bemifst sich die Anderung des Drehimpulses. Die Be- 
rechnung der Komponenten des letzteren geschieht nach der Regel der 
Lagrangesehen Gleichungem Man bilde den Ausdrack der lebendigen 
Kraft und bestimme aus diesem die Impulskoordiuaten durch. Differen- 
tiation nach den Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der Ausdmck der lebendigen Kraft ist ; da P beweglich ist, von dem 
iiblichen verschieden. Wir legen zu dem im festen Punkte kon- 
struierten Koordinatensystem xy& em paralleles x^y^ t durch den Punkt P. 
Dann gilt fur die Koordinaten irgend eines Massenteilchens Am des Kreisels 



mithin 



Summiert man liber die ganze Masse des Kreisels, so darf man ' vor 
das Summenzieichea ziehen. Man erh'ait so 



Hier ist T^ die lebendige Kraft des Kreisels bei ruhendeni Auflage- 
punkte, also wie friiher 

T t = ~ (^' 2 + ^' 2 sin 8 ) + y (<p' + t^'cos ') 2 - 

Ferner bedeutet J^'Aw^ die vertikale Schwerpunktskoordinate in dem 
System x^y^, multipliaiert in die Gesamtmasse des Kreisels; man hat 
also ahnlich wie in Gl. (4): 



Mithin wird der Ausdruek der lebendigen Kraft: 



(G) 



~ ('^' 2 + si 



+ (9' + 



+ 



Bezeichnet man jetzt die drei Jmpulskomponenten nach den Koordi- 
naten 93, i[> und & bezw. mit JV, w und [0], so findet man 



-!-C(ip' + co B 






dT . . 

= 'rrr -" sm 
dty 



' + 



[0] 



Die beiden ersten Impulskoraponenten haben dieselben Werte wie bei 
festem StUtzpankte. Setzt man fur diese die Lagrangeschen Gleichungen 

in der Form: 

d 8 

at c 



n , 
= etc. 
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an, so findet man wie fruher 

N *=* const., n = const. 
Dagegen lautet die dritte Lagrangesche Gleichung, nach dem Schema: 



gebildet, jetzt folgendermafsen: 

'' cos - -~ + JO' ' cos 



Der Wert von a^/a-fr wurde z. B. in 4 dieses Kapitels Gl. (4) in 
eine bequeme Form umgerechnet. Setzt man ilin in die vorige Glei- 
chnng ein ; streicht die zwei gleichen Glieder der linken Seite gegen 
einander fort und dividiert durch sin-0', so ergiebt sich: 



/Q^ J~ _ ,, / , 

( 8 ) l^" 1 " Asm* -utj-r v T b ; 

Die Wirkung der Beweglichkeit des Stiitzpunktes oder, wie wir sagen 
konnen, seiner ?; Koppelung" mit der nachgiebigen Unterlage, besteht 
hiernach einfach darin, dafs zu der Fallbeschleunigung g auf der reohteii 
Seite unserer Gleichung die Beschleunigung des Auflagepunktes hinzu- 
kommt. Die Bewegung um den vertikal veranderlichen Stiitzpimkt ver- 
lauffc also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stiitzpunkte, wenn. man 
sich im letzteren Falle am Schwerpunkt aufser der Schwerkraft Mg 
noch die veranderliche KJraft Mt," angebracht denkt. Indein wir diesen 
Gedanken etwas weiter ausspinnen und gewissermafsen umkelircn, konnen 
wir sagen: Die Bewegung des schweren Kreisels urn einen fasten Stiitz;- 
punkt verlauffc ebenso, wie die Bewegung einea der Schwere riicht unter- 
worfenen Korpers, dessen Stutzpunkt mit der konstanten Beschleuuigung 
g in gerader Linie fortgefiihrt wird. 

Jedenfalls enthalt Gl. (8) znsammen mit Gl. (5) die vollstandige 
analytische Formulierung unseres Problems und liefert iiber die gogen- 
seitige Yerkettung der beiden bewegten Systeme, Unterlagc und Kreisel, 
den erforderlichen Aufschlufs. Bemerken wir noch: uuser Problem hatte 
urspriinglich vier Grade der Freiheit, entsprechend den vier Lagenkoor- 
dinaten g, 90, ^, -&-. Durch die beiden Impulsgleichungen n = const., 
N = const, sind zwei Freiheitsgrade gewissermafsen eliminiert, so dafs 
wir nur mehr zwei Unbekannte ^ und g und zwei Bewegungsgleichungen 
(5) und (8) tibrig behalten. 

tibrigens hatten wir auch die Gl. (5) nach dein Schema der La- 
grangeschen Gleichungen bilden konnen, wmi wir von der vollstandigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T* ~* T-f - w - ' a atis- 

a 
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gegangen waren und deinentsprechend die folgende Lagrangesche Glei- 
chung gebildet hatten: 

d_ 9 T^ __ 8T* _ j- 

dt 9' fig C" 

Hierin setzt sich die auf die g-Koordinate wb'kende aufsere Kraft K- 
aus den drei Teilen: ~ lt%, lit,', Mg zusammen. Man erhalt so: 

A 
dt 



-f 



was ersichtlicli rait (5) ubereinstimnit. 

Es kommfc nun darauf an, aus den Gleiclningen (5) und (8) weitere 
Soliltisse zu ziehen. Hierbei werden wir uns von der Annahme leiten 
lassen, dafs es sich. um Heine Schwingungen handelt. Dies lehrt, was 
die Unterlage 'betrifft, in alien Fallen der Augenschein; was die EJreisel- 
bewegung betrifft } bedeutet unsere Aunalmie, dafs wir uns auf Be- 
weguiigen vom Charakier der pseudoregularen Pracession beschranken 
wollen. Es sind hiernach. t, und ^ dauernd yon gewissen mittlereu 
Werten und -&- wenig verschieden ; so dafs die Differenzen 

Z = -~Z Q , -0~.fr -fr 

als kleine Grofsen behandelt werden konnen. 
Differ entialquotienten 

2' = ' ' == ' Z" 



Ob das Grleiche fur (lie 



gilt, lassen wir da,hingestellt, da bei raschen Schwingungen (und. um 
solche wird es sich handeln) die Diiferentialquotienten von hoherer 
Grofsenordnung wie Z und selbst sein konuten. 

Bestimmen wir zunachst die schon genannten Mittelwerte ^ und 
0- passend. Diese seien gleich Jen moglichen stationiiren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 
der Annalime 



nach unsern Grleichuiigen verfcraglich sind. Nach Gl. (5) und (8) er- 
giebt sich 

(9) jfcfio + Mg - 0, 

(10) (N n cos a- ) (n JVcos ) = AP sin* # ; 

^ bedeutet, wie man hiernach sieht, die dauernde Einsenkung der 
Unterlage unter dem Einflufs des Ejreiselgewiohtes Mg und der ela- 
stischon Widerstandsf ahigkeit 7o der Unterlage. Andrerseits ist ^ die- 
jenige Neigung der Figui-enaxe ? unter welcher bei gegebenem N t n und 
P = MgE eine genaue regulare Pracession moglich ist. Um ^ naher 
angeben zu konnen, dividieren wir (10) clurch N 2 und berucksichtigen, 



612 VII. . Einflufs von Beibtuig, Luffrwiderstand, Elastizitat etc. 

an, so findet man wie friiher 

JV= const., n = const. 
Dagegen lautet die dritte Lagrangesche Gleichung, nach. dem .Schema: 



gebildetj jetzt folgendermafsen: 



Der Wert von d^/d-fr wnrde z. B. in 4 dieses Kapitels Gl. (4) in 
eine beq,ueme Form umgerechnet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
chimg ein, streieht die zwei gleichen (Hieder der linken Seite gegen 
einander fort und diridiert durch sin^, so ergiebt sich: 



Die Wirkung der Betvegliehkeit des Stutzpunktes oder, wie wir sagen 
konnen, seiner ,,Koppelung" mit der nachgiebigen Unterlage, bestelit 
Mernach einfach darin ? dais zu der FaUbesclileunigung g auf der rechten 
Seite unserer Gleichung die Besehleunigung des Auflageptmktes liinzu- 
kommt. Die Bewegung urn den vertikal verandeiiichen Stfitzpunkfc ver- 
lauffc also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stiitzpunkte, wenn man 
sich. im letzteren Falle am Schwerpunkt aufser der Schwerkraft Mg 
noch die veranderliche Kraft M ' angebracht denkt. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter ausspinnen nnd gewissermafsen umkehren, konnen 
wir sagen: Die Bewegung des schweren Kreisels urn einen festen Stiitz- 
punkt verlauft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicht unter- 
worfenen Korpers, deesen Stiitzpunkt mit der konstanten Beschlennigung 
g in gerader Linie fortgefuhrt wird. 

Jedenfalls enthalt Gl. (8) znsammen mit Gl. (5) die vollstandige 
analytische Formulierung unseres Problems uud liefert uber die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegten Systeme, Unterlage und Kreisel, 
den. erforderlichen. Aufschlufs. Bemerken wir noch: unser Problem hatte 
ursprdnglich vier Grade der Freiheit, entsprechend den vier Lagenkoor- 
dinaten g, <p, iff, &. Durch die beiden Impulsgleichungen n = const., 
N == const, sind zwei Freiheitsgrade gewissermafsen eliminiert, so dafs 
wir nur mehr zwei Unbekannte & und i; und zwei Bewegungsgleichimgen 
(5) und (8) tibrig behalten. 

tlbrigens hatten. wir auch die Gl. (5) nach dem Schema der La- 
grangesehen Gleichungen bilden konnen, w<inn wir von der vollstandigen 



lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T**=T+~^' 2 aus- 






gegangen waren und dementsprechend die folgende Lagrangesche Glei- 

chung gebildet hatten: 

d 2T* dT* 



Hierin setzt sich die auf die g-Koordinate wirkende aufsere Kraft JSTc 
aus den drei Teilen: &, &', Jf^ zusainmen. Man erhait so: 

~ (Jf' ~ JOto'smfl- + w') = - 7^' - *f ~ ^, 

was ersichtlicli mifc (5) iibereinstimint. 

Es kommt nun darauf an ; aus den Grleichungen. (5) und (8) weitere 
Soaliisse zu ziehen. Hierbei werden wir uns von der Annahme leiten 
lassen ; dais es sich um Jdeine Scliwingungen liandelt. Dies l^brfc, was 
die Unterlage betrifft, in alien Fallen der Augenscliein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annalime, dafs wir uns auf Be- 
weguugen vom Character der pseudoregularen Pracession beschranken 
wollen. Es sind hiernacL und -9- dauernd von gewissen mittleren 
Werten ^ und # wenig verschieden ; so dafs die Differenzen 

z = ^-e , e^-fr-^o 

als kleine Grofsen behandelt werden konnen. Ob das Gleiche fur die 
Diiferentialquotienten 

z'-r, e'-*', z", 0" 

gilt, lassen wir dahingestellt, da bei raschen Schwingungen (und um 
solche wird es sich handeln) die Differentialquotienten von nolierer 
Grofsenordnung wie 2 und selbst sein konnten. 

Bestimmen wir zunachst die schon genannten Mittelwerte ^ und 
9- passend. Diese seien gleich uen rnb'gliclien stationaren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werfcen, die mit 
der Annahme 

g / = ^' = 0-' = '9'" = 

nach unsern Gleidmugen vertraglich sind. Nach Gl. (5) und (8) er- 
giebt sicli 

(9) /c^ -f Jf^ - 0, 

(10) (N n cos - ) (n ~ N cos * ) = A P sin 4 # ; 

bedeutet, wie man hiernach sieht, die dauernde Einsenkung der 
Unterlago imter dem Einflufs des Kreiselgewichtes Mg und der ela- 
stischen Widerstandsfahigkeit 7c der Unterlage. Andrerseifcs isfc -9- die- 
jenige Keigung der Figurenaxe ; unter welcher bei gegebencm N, n und 
P MgE eine genaue regulare Pracession moglich ist. Um -9- naher 
angeben zu konnen, dividieren wir (10) durch JV 2 und beriicksio3i-tigen ; 
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dais bei der pseudoregularen Pracession ^ klein isb, sowie daf s der 
Impuls nahezu in die Richtung der Figurenaxe f alii Von den beiden 
Faktoren linkerhand 



mufs daher einer, namlich der letztere, klein sein; wir setzen inn gleich 
, finden naherungsweise fiir den ersten Faktor 

n* 
1 - ~ cos # = sin 2 # = 1 -fr-i 

und berechnen nach (10) 

AP 
(11) = ^ 



Diese und nur diese Neigung der Kreiselaxe ist bei einem naliezn in 
die Figurenaxe fallenden Impuls vertraglich sowohl mit einer voUigen 
Kuhe der Unterlage wie mit vSlliger Scliwankungslosigkeit der Figurenaxe. 
Naon Einfiihrung der neuen Variabeln Z und vereinfachen. sich 
die Gleichungen (5) und (8) bei Vernaclilassigung einiger offonbar 
relativ kleiner Grlieder wie folgt: - 

(12) (m + Jf) Z" + AZ' + 7cZ = ME (cos^G' 2 + sin# o e"). 
- 40 " a M ~ N GOB ^ - n cos ^o) 



Hier ist noch der Faktor von 6 in (13) auszufdhren. Da der zu 
differentiierende Ausdruck nach (10) gleich P ist ; kann man unter Aii- 
wendung der Regel des logarithmischen Differentiierens schreiben: 



3 (n N cos & ) (N cos'9' ) pf N&m& n ain & 4coa-0 i p| 

?^ J.Bin 4 # ~ { n N cos & *~ N ncos-O-j, bin <& I 

Hier ist der erste Summand in der { } der rechten Seite das Wesent- 
liche. Derselbe ist namlich nach (11) gleich 



_ ~ s A P sin # 

cos 



wahrend die beiden iibrigen Summanden, die zusammen nahe rungs weise 
Scos-fro/sindo geben, dagegen yernachlassigt werden konnen. Man 
kann daher Gl. (13) mit hinreichender Genauigkeit so schreiben: 



Dies ist eine Kweare Differentialgleichung mit famstantcn .Koeffizienten 
zwischen den beiden Unbekannten 6 und Z. Gl. (12) ist dagegen 
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wegen des Gliedes 0' 2 auf der rechten Seite nicht linear. Die mathe- 
matisclie Beliandlung nicht linearer Gleicbungen stofst aber auf grofse 
Schwierigkeitcn; es 1st dalier wiinsclienswert nacnzuweisen, dafs wir 
jenes (Hied naherungsweise gtreicnen konnen. 

Betracliten wir zunachst unsere Gleichungen (12) und (14) unter 
der Aimahme, dafs die Unterlage vollig unnachgiebig sei (7c oo, 
2 = Z' = 2." = 0, kZ unbestiimnt). Dann geht Gl. (14) fiber in 

AT" 2 

6" + ~* Q - 

und intesrierfc sich durcli = , \-rt , so daJfe die Periode der 
fo bcos IJ. J.' 

^ 
Schwankungen der Kreiselaxe gleieh 2a-jy } also bei grofsem ^V" klein 

wird, (Man vgl. liierzu Kapitel V 2, Grl. (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) Grl. (12) wird in diesem Falie nichtssagend, da wie 
bemerkt JcZ unbestimmt wird; in der That ist jene Gleickung alsdann 
bei der Bestimmung der Bewegung entbehrlicb. 

Annahernd wird nun auch bei etwas nachgiebiger Unterlage die 
Periode und die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein, 
wie bei volJig starrer. Jedenfalls werden wir, uni die Groisenordnung 
von 0' 2 und Q" in Grl. (12) abzusebatzen, den Wert von bei starrer 
Unterlage zu Grunde legen konnen. Dann erkennen wir: Wir durfen 
nicht behaupteii, dais wenn klein ist, d. n. wenn die Schwiiigungs- 
amplituden a und I kleine Zahlen sind ? aucn 0' oder gar 0" klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofse Faktor NjA bezw. N*/A* 
binzutritt. Wohl aber durfen wir bekaupten, dafs 0' 2 Idein ist gegen 
0", da sicb die Sinus- oder Coshrusbestandteile beider im Mitfcel ver- 
lialten wie a 2 : a oder wie & 2 : 1. Wabrend also das Glied 0' 2 absolut 
genommen grofs sein kann, so ist es doch relativ gegen das Glied mit 
0" belanglos. Wir sonliefsen daraus, dafs sein Einflufs auf den Ver- 
lauf der Bewegung Idein ist und balten uns dementsprecbend f'iir be- 
rechtigt, dasselbe in Gl. (12) zu streicnen. 

Dem Folgenden durfen wir jetzt die zwei linearen DifFerential- 
gleichungen 

I (Jf + *) Z" -f hZ' + ItZ = JM.27sin# 0" 

(15) N* 



zu Grunde iegen. Hire Diskussion geschieht nacli bekannten Regela, 
die bei der Methode der kleinen Schwingungen (vgl. Kap. V, 8) 
standig angewandt werden. 
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Man setze 



(16) Z 

und bestimme das Verbaltnis der beiden Scbwingungsamplituden C und 
JB, sowie die Scbwingungsfrequenz A durcb Eintragen der vorstebenden 
Werte in die Grl. (15). Dabei ist es nocb notig, um vergleicbbare, 
d. b. gleicbbenannte Amplituden in der Rechnung zu baben, von der 
Amplitude des Winkels etwa zu der Amplitude des Scbwerpunkts- 
ausschlages oder, was nocb bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude uberzugeben. Wenn J5 die Amplitude von 
0, ist die Amplitude der Scbwerpunktsbewegung E B und die vertikale 
Projection derselben E$m& B. Diese setzen wir gleich. 

(17) D = sin^ ^ 

Die Grleichungen (15) lauten nun, nacb Eintragen der Werte (16) 
und (17): 



hierbei wurden die Abkurzungen benutzt: 



M -\- 

Man beinerke hierbei, dafs v ebenso wie ft eine reine Zahl und 
zwar ein eehter Brucli ist. In der Tbat wird nacn einem bekannten 
Satz iiber Tragheitsmomente das Tragbeitsmoment A fur den Stiltz- 
punkt gleicb dem entsprecbenden Tragbeitsmoment fiir den Scbwer- 
punkt vermebrt um M JB 2 ; mitbin ist MOP < A und daber v < 1. 

Aus den Grl. (18) folgert man: 



D I'+Vl fc' Jl 



Die beiden letzten Glieder dieser Gleicbung liefern die Bestiminung 
von A; A berechnet sich als Wwzel der Gleichung vierten 

(21) ,vA* - A a + - (A 2 + h'l + *0, 



so dafs man vier moglicbe Werte von A zur Verfugung bat, die wir 
^ ... 4.4 nennen und von denen je zwei konjugiert imaginar sein werden. 
Bei der Diskussion der Wurzeln geben wir von der naturgemafseri 
Annabme aus ; dafs die Unterlage ziemlicb unnacbgiebig sei (Ic nicbt 
naekr oo, aber 1c recbt grofs, im Besonderen grofs gegen N 2 /A 2 ). 
Dann ist nacb Gl. (21) notwendig 
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entweder 



oder 



sehr klein 
sehr grofs 



Indem -wir zunachst die erste Moglichkeit betrachten, setzen 
wir A 2 + N z /A*~e f berechnen unter Vernachlas.sigung hoherer Potenzen 
von e zunachst den Wert von s und bestiinmen daraus zwei Wurzeln 
unserer Gleichung, deren Naherungswerte wir ^ und A 2 nennen. Wir 

finden: 

2V 4 



j / 

K 



j\r* 
A* 



v^ 

* .4 



oder, da 7c' grofs gegen N*/A Z , die reckte Seite also klein isfc: 



2 Q A* 



37 



rn.it der Abkiirzung 



Die beiden andern Wurzeln unserer Gleicliung finden wir durcli 
Verfolgen der Annahme: A senr grofs. Wir setzen etwa I/A == ' 
und vemachlassigen f' 8 , '*. Fur f' ergiebt sich aus (21) mit Riick- 
siclit darauf, dafs 7c' grofs gegen N 2 /A 2 sein sollte, die quadratische 
Gleichung: 

1 -pv + V' + /c' /2 = 0; 
ihre Losung ist: 



Hieraus ergeben sich die beiden folgenden Wurzelwerte : 

(23) 



A -- 



Das Wurzelpaar (A.,, A 3 ) lafst sich mit dem wenig verschiedeuen 
Wertepaar + iN/A in Vergleich seteen, welches (s. pag. 615) den 
Schwingungen der Kreiselaxe bei vollig imnachgiebiger Uuterlage ent- 
spricht. Es unterscheidet sich von diesem namentlich durch den 
reeilen Bestandteil 

1 ^ v &1 7 ' 

2 Q ~A*~ f</ > 

der als Folge der dampfenden Wirkung der Unter] age anzusehen ist. 
Daneben ist auch der iniaginare Teil dureh das Mitschwingen der 
Unteiiage etwas modifiziert. Andrerseits konnen wir das Wurzel- 
paar (A 37 A 4 ) rait denjenigen W T urzelwerten vergleichen, welche den 
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Schwingungen der Ibterlage bei Abwesenkeit des Kreisels nach Gl. (1) 
zukommeB. -Man erkennt auch Her eine Rilckwirkung des Kreisels 
auf die Sckwingungen der Unterlage, eine .Riickwirkung, die sick 
iibrigenS; wie man leicht siekt, am einfachsten als eine scheinbare Ver- 
mehrung der Masse m des urspriinglichen schwiiigenden Systems auf- 

fassen lafst. 

Von Her aus komien wir hinsichtlich des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung fblgendes. scliliefseji: Jedenfalls miissen sick die 
Schwiugungen sowobl der Kreiselaxe wie der Unterlage aus Gliedern 

yon der Form. 

e*j * ; e^f e***, e^ 

additiv mit konstanten Koeffizienteu G i und D., deren Verkaltnis durcli 
Gl. (20) vorausbestimmt ist, zusammensetzen. Dabei werden sich die 
konjngierten Exponentialgrofsen paarweise zu trigonometrisciien Funk- 
tionen vereinigen und znsammen je eine Scnwingungszalil und emeu 
Dampfungsfaktor definieren. Insbesondere best/and die Schwmgnng der 
Kreiselaxe ; wenn wir von der Einwirkung der Unterlage absehen, aus 
ungedampften, rein periodiscnen Scliwingungen von der Scnwingungs- 
zahl N/2itA. Durch die MUwirkung der Unterlage wird diese Schwing-imgs- 
zalil etivas dbgewndert, die Scliwingung wird uberdies gedampft, so dafs sie all- 
malilich' absterben mufs; dann aber iiber lagern sicli den genannten nocJumdcrc 
gedampfte Scliwingungen, die unter Voraussetmnc/ einer viemlich unnacji- 
gieUgen Unterlage (K > N 2 /A 2 ) wesentlicli hohere Schwingungsealil habcn. 
Andrerseits sind, solange wir YOU der auregenden Wirkung des Kreisels 
auf die Unterlage absehen, die natiiiiicken Scliwinguugen der TJnf;er- 
lage gedampfte Sckwingungen von seKr grofser Scnwiugungszahl. Durch 
die Mitwirkung des Kreisds wird ihre Scftwingungs^ahl sowit ihre 
Dampfung ebenfalls etwas abgeandcrl und es uberlagern sick diescn 
Schwingungen nodi Vihratiomn von geringerer SchwingungsmM, derm 
Periode in der Nahe dw naMrlwhen Scliwmgungsperiode der 'Krtisel- 
axe liegt. 

Es ist leiciit einzuseneii, dais die langsam ere der beidenSchwingijiigen, 
die der Eigenscliwingung der Kreiselaxe iiaheliegt, in der Bewegnag des 
Kreisele deutlicher zum Ausdnick kommen wird, -wie in der Bewegung 
der Unterlage und dafs umgekenrt die sclmellere Scnwingting, die wir 
mit der Eigenschwingung der Unterlage vergliclien batten, in den 
Schwankungen der Unteiiage stlirker ausgepragt sein wird, wie in 
denen des Kreisels. In der Tnat zeigt Gl. (20), dafs fiir timer erstes 
Wurzdpaar A = ^ oder A = A 2 , fur welches tf + N*/A* kiein ist, 
auch C Hein gegen J> ist; dafs dagegen fftr das zweite Paar A = A, 
oder A = A 4; fiir welches A 3 + ft' A + k' } wie man leicht nackrecknet, 



spieienae 

gleich /tvA 2 1st, gleicn D/v wird, also grofser als D sein mufs. 
e/etfes unserer leiden Systeme.- Krtisel und Unterlage, schmngt in der- 
jcniyen Periode starker, die ihm die naturliclicre ist 

In der Beobachtung macht sich uamentlich der Umstand geltend, 
dais die Sehwingungen des mit der Unterlage gekoppelten Kreisels 
gedampfte Scnwingungen sind. Er zeigt sich darin, dafs die Meinen 
Scliwankungen der pseudoregularen Pracession bald absterben und dafs 
die stationare Bewegung der reinen regulai-en Pracession (Z = 0, = 
oder in unseren friilieren Koordinaten gesehrieben ^=^ , ^ = -9 > ) a * s 
Endzustand angestrebt wird. Wir sahen iibrigens friiher, dafs auch 
andere dissipative Einfliisse (Reibung hn Stiitzpunkte) in akolicLer 
Weige auf eine Abnahme der Nutationen und auf eine Yereinfachung 
des Bewegungsvorganges hinwirkten. Jedenfalls aber kommt dem Mit- 
schwingen der Unterlage in dem numnehr erlauterten Sinne bei dieser 
Erscheinung eine wesentliche Rolle zu. 

10. Aniiang. Einflufs der Beibttng auf den in, der Horizontal- 
ebene spielenden Kreisel, 

In dem Annange zum vorigen Kapitel haben wrr die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei beweglichen Kreisels unter Absehung 
von der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Schlufs jenee 
Anhanges darauf hinweisen, dafs die wirklich zu beobachtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen nur eine entfernte Ahnlicnkeit haben. 
Der Grund liegt naturlich darin, dafs die .Reibung, die wir dort ver- 
naclilliHBigfc batten, nicbt eigentlicli eine sekundare korrigierende Be- 
deutung hat 7 sondem dafs sie, man mag die Unterlage noch so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglasscheibe) , fiir den Charakter der 
Balmkurve in erster Linie mafsgebend ist. 

Da sick nmi die Bahukurve des horizontal beweglicnen Ereiseis 
besondcrs gut beobachten lafst (s. u.) 7 da sie f'erner wegen ihrer gesetz- 
mS-fsigen nnd sclionen Gestalt ein besonderes Interesse beanspruchen 
darf, so miissen wir wflnschen, unsere friiheren Betrachtungen durch 
Beruckeichtigung der Reibung soweit zu vervollstandigen, dais sie zur 
allgeinomen Erklarung der wirklichen ErBcheinungen geeignet werden. 
AUerdings werden wir hierbei von quantitativen Berechnungen im Sinne 
von 4 und 5 dieses Kapitels absenen und den Einflufs der Reibung 
aur qualitativ di.skutieren ; ferner werden wir von einer erneuten Dis- 
kussion des Luftwiderstandes etc. absehen, da dieser neben der gleitenden 
R,eibung an Wichtigkeit zuriicktritt. 

Auch von dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wir 
frtther fiir die Reibungswirkuagen iiberhaupt gemacht naben: dafs 
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scheinbar geringffigige Nebenumstiinde den Charakter . der Bewegurig 
stark beeinflussen konnen. So ist es durehaus nicht gleichgiiltig, ob 
z. B. die auf der Unterlage gleitende Spitze .mehr oder minder zu- 
gescharft ist, ob die Unterlage grofsere oder geringere Unebenheiteia 
hat und Ahnliches. Besonders deutlich tritt die Wirkung solclier Yer- 
haltnisse bei einer Erscheinung horror, die wir bei Benutrang einer 
Stahlspitze oft zu beobachten Grelegenheit hatten und die wir als den 
Vorgang des ,,Einwurzelns" bezeidmen mocliten: Die Kreiselspitze 
gerat in irgend eine fiir das blofse Auge kaum erkennbare Vertiefong 
der Unterlage, in der sie weiterhin festgehalten wird; der Kreisel spielt 
nicht mehr auf der horizontalen Ebene, sondern wird durch eine Art 
unsichtbarer Pfanne gezwungen, sich urn einen festen Punkt wie bei 
unserem nrspriinglichen Kreiselproblem zu drehen. Wann nnd wie 
dieses Einwurzeln statthat, laTst sich im Yoraus nicht bestimmen. Kur 
soviel ist a priori Mar und wird durch die Beobachtung bestatigt, 
dafs eine zugescharfte Spitze sich leichter einbohrt, wie cine ab- 
gerundete, die fiber vorhandene Yertiefungen der Unterlage ey. hin- 
weggleitet, dafs eine rauhe und weiche Unterlage (Papier und be- 
sonders Pappe) fiir die gedachte Wirkung gunstiger ist, wie eirie harte 
und glatte Unterlage (Grlasscheibe), ja daB eine berufste Glasschei.be, auf 
deren Oberflache der Kreisel selbst durch Zusammenhaufung des Bnfses 
Unebenheiten herstellt, wieder giinstiger iat wie eine uuberulste Scheibe, 
dais ferner bei nahezu aufrechter Stellung von Figuren- uud Drehaxe 
eiu Einwurzeb. haufiger stattfindet wie bei starker geneigter Axe, well 
im ersten Falle die zur Hemmung des Autlagepunktes orforderlichen 
Seitenkrafte kleiner sind und daher leichter von der Unterlage her- 
gegeben werden konnen, wie im letzteren FaD.e, dafs endlich diese und 
andere Unregelmafsigkeiten in der Bewegung urn so leichtor omtreten 
konnen, je kleiner die Abmessungen und die Massen dos Kreisels aiud, 
je kleiner der urspriinglicli erteilte Impuls war oder je inehr derselbe 
im Laufe der Bewegung abgenommen hafc. Im Folgenden werden wir 
diese Erscheinnng des Einwurzelns, fiber die sich theoretisch nicht yiel 
sagen lafst, ausschhefsen; wir setzen also eine hmreiehund abgeriuidete 
Spitze auf hmreichend ebener uiid regelmiifsiger Unfcerlage voraus. 

Wir wollen nun clen allgemeinen Bewegungsv^eiiauf achildern, vvie 
er unter dieser Einschrankung beobachtet wird. Da fiUlt zunaolist, 
im Gregensatz zu den Ergebnissen unserer fritheren reibungsfreien Be- 
trachtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Schwerpunktes 
sich nicht, wie friiher behauptet wurde, auf gerader Linie mit konstanter 
Greschwindigkeit bewegt (entsprechend einer dem Schwerpunkt anf anglioh 
erteilten horizontalen Greschwiudigkeit), bez. dafs (bei tier anfanglichen 
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horizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit Null) der Schwerpunkt nicht 
auf einer festen Vertikalen bleibt, sondern dafs er vielmehr kreisformige 
Bahnen beschreibt, die ungef ahr der Bahn des Stiitzpunktes auf der Unter- 
lage folgen. Es fallt ferner ins Auge, dafs die Bahn des Stutzpunktes, 
die wir fruher als Kreis mit aufgesetzten Zacken beschrieben, im Mittel 
nicht einen konstanten Radius hat, sondern dafs sich ihr Radius in 
der Regel verkleinert, unter Umstauden, namentlich gegeii Ende der 
Bewegung, allerdings sich gelegentlich auch erweitert. Die Baknkurvo 
des Stiitzpunktes und ebenso die des Schwerpunktes ist also jetzt als eine 
meist sich verengende Spirallinie zu beschreiben. Die einzelneri Win- 
dungen der Spirallinie legen sich in der Regel nicht ineinander, 
sondern mehr oder weniger nebeneinander, was auf die Deutlichkeit 
der entstehenden Pigur sehr glinstig wirkt. Die Spirallinie erseheint 
daher in einer gewissen Richtung seitlich auseinandergezogen. Man 
konnte in dieser Erscheinung die Folge einer dem Schwerpunkt 
ursprtinglich erteilten Anfangsgeschwindigkeit erblicken wollen; in- 
dessen lehrt die Beobaehtung in unzweideutiger Weise, dafs es sich 
hierbei lediglich um die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mafsigkeiten der Unterlage handelt. In der That konnten wir durch 
absichtliches Schiefstellen der Unterlage eine beliebig starke Aus- 
einanderziehung der Spirallinie bewirken; die Richtung, in der die 
Windungen der Spirale fortsohreiten, fallt dabei nicht mit der Richtung 
grofster Neigung auf der Unterlage zusammen, sondern weicht vermoge 
der Kreiselwirkung in bestimmtem Sinne von jener ab. Hinsichtlich 
der Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die aufeinander folgenden 
Kreise der Bahakurve durehlaufen werden, der ;; Pracessionsgeschwin- 
digkeit", lehrt die Beobaehtung in unzweideutiger Weise, dafs diese im 
Verlauf der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einor etwas 
beschleunigten Pracession ?,u thun habcn. Endlich wollen wir noch 
als ein aUgeraeines Ergebnis der Beobaehtung erwiihnen, dafs die JSTu- 
tationen der Kreiselaxe ; welche zu den .A uszackungen der Bahnkurve 
dos Stiitzpunktes Anlafs geben und dadurch viel au dem eigenartig 
iuteressanten Eindruck dieser Kurve beitragen, bei den Experimenten 
ihrer Grofse nach imrner sehr goring sind ; so dafs sie den gleich- 
mafsigen Verlauf der Bahnkurve nur unwesentlich unterbrechen. Wah- 
rend wir also im vorigen Kapitol auf die Nutationen der Kreiselase 
besoncleren Wert legten und sie dureh trigonometrische Funktionen 
aanaherten (bei strengerer Rechnung waren sie durch elliptische oder 
gar hyperelliptische Integrale darzustellen), werden wir jetzt bei Be- 
sprechuug der Beobachtungeii von diesen Nutationen iiberjiaupt ab- 
sehen. 

Klein-Sommeiffeld, IjCrMscl-bewegiJng. IH.AuJl. 40 
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Zum Beleg fur die vorstehende Schilderung der zn beobachtenden 
Vorgange geben wir in den nachstenenden Piguren zwei Beispiele von 
Batmkurven des Stiitzpunktes zweier verschiedener Kreisel ? welcne beide 




Fig. 91. 




Pig. 92. 

sdbgtthatig aufgezeiclmet und alsdann photographiacli reproduzierfe 
wurden, so dafs sie als unmitteibare Beobacbtungsdokumente gelten 
konnen. 

Die erste derselben wurde une von Lord Kelvin gatigst zur Ver- 
fiigung gestellt. Er liefs sie entstehen, indem er auf dem Zeichenpapier 
sinen Kreisel spielen iiefs,, der aacli untea hin in einen Bleistift 
aualief. Wir selten liier die allmaliiielie Verengerung der Baku des 
Stutapunktes, wie sie oben besckrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spiraligen Bahnkurve legen sich in der Figur von links nach rechts 
neben einander. Die Verldeinerung des Kriimmungsradius der Bahn 
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halt in diesem Beispiele bis zum Schlusse an, wo der Impuls bereits 
stark geschwaeht ist und die Linienfiihrung der Baku etwas unsicher 
und unregelmafsig wird. Die Kurve lauft schliefslich in einige ge- 
setzlose Zacken aus ; die dem Umfallen des Kreisels entsprechen. Cfber 
eine geeignete Herstellungsweise solcher selbstregisfcrierender Kreisel 
berichtet C. Bams*). 

Wir selbst fanden es beim Studium dieser Erseheinuugen bequem, 
eine berufste Spiegelglasplatte als Unterlage zu benutzen, auf der sich 
die Spur des Kreisels deutlieh markiert, oder ; wo wir eine starkere 
Reibungswirkung wunscliteii, berufstes Scbreibpapier. Als Kreisel dienten 
uns einige kleine, zieuilicb. leichte Uhrradchen. mit Axe (Abstand des 
Radmittelpunktes vom Stiitzpunkt ca. 1 cm, Durclmiesser des Radchens 
5 cm 7 Grewiclit 15 gr, die stahlerne Auflagespitze bei den yerschiedenen 
Bxemplaren mebr oder minder zugescharft). Von einem solchen Kreisel 
ist unsere zweite Figur auf einer berufsten Glasplatte aufgezeichnet; die 
hier gegebene Reproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sich die Bahnkurve als helle Linie auf dem dunkeln Grrunde des Rufses 
abhebt. Unsere zweite Figur zeigt deutlichere Nutationen wie die 
erste, im Ubrigen lafst sie wieder die Spiralform der Bahnkurve und 
oine gewisse Seitenverschiebung erkennen, die namentlich gegen Ende 
der Bewegung. als ein schon ziemlich unregelmafsiger Auslauf in die 
Augen fallt. 

Faohdeni wir uns in solcher Weise durcli das Experiment vor- 
urteilslos orientiert haben, gehen wir nun an die theoretische Er- 
klarung des Beobachteten. 

Entsprechend der durch die Beobachtung festgestellten eering- 
fUgigkeit dex Kutationen werden wir iiber den Charakter der Bewegung 
die vereinfachende Annahme machen, dafs dieser in jedem Augenblick 
als -pracessions-ahnlich angesehen werden kann. Unter einer regularen 
Pracession soil dabei jetzt eine Bewegung verstanden werden, bei der 
die Figurenaxe unter einem konstanten Winkel ^ gegen die Vertikale 
geneigt ist und bei der sowohl der Schwerpunkt wie der Statzpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Geschwindigkeit urn die- 
selbe vertikale Gerade beschreiben. Pracessions-ahnlich wird erne Be- 
wepung entsprechend dann heifsen, wenn der Neigungswinkel nur 
langsam varanderlich ist und wenn die Bahnen von Stfitzpunkt und 
Schwerpunkt nahezu kreisformige und nahezii gleichfdrmig durchlaufene 

Spiralen werden. n 

Hinsichtlich der Gestalt des Kreisels an der TJnterstutzungssteile 



*) Science, September 1896. 

40* 
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(2) 

1st also positiv bei positivem N. Sicherlich wird der Sinn der 
Pracessionsbewegung durcli die Reibung nicht umgekehrt werden 
konnen. Hierdureh 1st die der Bahn von in Fig. 9S beigegebeiie 




Fig. 93. 

Pfeilrichtung gerechtfertigt. Dieselbe Pfeilrichtung kommt ersichtlich 
auch der Schwerpunktsbahn zu. Wir werden aber auck die Grofse 
der in (2) genannten Pracessionsgesehwindigkeit auf den vorliegenden 
Fall iiberfcragen dUrfen, da die Reibung auf dieselbe nur einen in- 
direkten Einflufs (dureb. Verkleinerung von JV) hat. 

Die oben eingefiihrten Gesehwindigkeiten -u und V bind jetzt nach 
Eichtuag und Grofse leicnt angebbar. v hat die Richtung der an die 
Bahn von im Punkte P gelegten Tangonte und 1st in unserer Figur 
von P aus nach hinten gerichtet. V liegt ungefahr senkrecht zur 
Figurenaxe und ist bei dem festgesetzten positiven Rotationssinn in 
unserer Figur nach vorne gerichtet. Der Grrofse nach ist, wenn r den 
Radius der Bahn von bedeutet, 



Ferner folgt aus dem Eigenimpuls N die Grofse der Rotation urn die 
Figurenaxe gleich N/C .(C = Tragheitsmoment urn die Figurenaxe) und 
hieraus nach obigein angenahert: 
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Die Schwerpunkbsgeschwindigkeit ist gleich r y i(j r und .hat nach den Gl. (2) 

imd (6) die Grofse 

N 
W Mc,E 

Soil dieselbe abnehmen, so rnufs N abnehmen. Zu dem gleichen 
Tfcesultat werden wir offenbar gefuhrt, wenn wir annehroen, dafs die 
Arbeitsverluste auf Kosten der lebendigen Kraft der Drehbewegung 
Tor sich gehen. Denn der Hauptbestaiidteil dieser lebendigen Kraft 
ist wie bekannt N 2 /2C. Wahrend also der Eigmimpuls N in erster 
Nciherung Constant Weibt, mufs er in zweiter Niiherung langsam ab- 
nehmen. 

Die aUmahliche Verminderung von N bedingt aber weiter, dafs 
sicli die Pracessionsgesckwindigkeit $' nacii Grl. (2) beschleimigfc und 
ferner nach Gl. (6), dais sich der Radius des Schwerpunktskreises ver- 
ringert. Hieraus folgt nach. Gl. (7), dafs auch der Radius des vom 
Stutzpunkte beschriebenen Kreises r abnehmen nmfs, der iibrigens in 
geringerem Grade auch durch das Aufrichten der Figurenaxe (Ver- 
kleinerung des Winkels -9 1 ) verkleinerfc wird. Diese Ergebnisse stimmen, 
wie man sieht, mit den vorangestellten Resultaten der Beobachtung 
uberein. 

Wir fassen unsere Betrachtungen wie folgt zusammen: ImFallelC) 
[ V > v oder besser V grofe gegen v;] lauft der Scliwerpunlct auf einem 
Kreise, (lessen Radius sich allmaldich verMeinert, also genau&r gesagt, 
auf einer sich verenycrnden Spirale, und zwar mit cibnehmender G-e~ 
sdiwindiglwit. Das Glciche yilt von dem Stiitepunkte P oder dem Halb- 
Jcugclmtttelpunlcte 0. Die .Figurencwe , die ursprtinglich unter dem Win/eel 
0- windscMtf an der vcrtikakn Miitellinie des Schwerpunktskreises vorbei- 
geht, richtet sich mi Verlauf der H&wcgung durch den Einfl/u[s der Reibung 
immer mehr auf. 

Wir wollen in ahnlicher Weise den Fall 3) v > V diskutiercn. 
Hier ist die Geschwindigkeit v fur den Sinn des Gleiteris mafsgebend; 
imter den Verhaltnissen miserer Fig. 94, wo v im Punkte P nach 
hinten gerichtet ist, wird der Eeibungswiderstand W nach vorn ge- 
richtet sein. Halten wir an unserer Annahmc fest, dafs der Schwer- 
punkt sich nahezu gleichforraig auf einem Kroise bewegt, so mufs 
seine Zentripetalbeschleuniguug wieder nach Richtung und Grofse gleich 
W/M sein. Die Zentripetalbeschleunigung niufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W nach vorn gerichtet sem ? d. h. 8 mufs sich auf dem hinteren 
Halbbogen des Schwerpunktskreises beiinden. Der Schwerpunlct eiit 
jetzt dem St'titzpunkt im Smne der Bewegung etivas vwwis. Die Figuren- 
axe geht abermals an der diirch den Mittelpunkt des Schwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen winds chief vorbei. Dagegen konnen wir 
nicht mehr wie im Falle 1) behaupten, dafs W nahezu senkrecht zur 

Figurenaxe steht; es ist des- 
halb in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe nicht wie vorher 
als Tangente sondem als 
Sekante an den Schwer- 
punktskreis gelegt. Fur die 
Grofse des Schwerpunkts- 
kreises gilt wie rorher die 
Formel (6). 

Es handelt sich ferner 
um den Einnufs der Reibung 
auf die Drehbewegung. Hier 
liegen die Verhaitnisse dem 
Sinne nach umgekehrt wie 
im Falle 1). Da der Reibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nach vorue gerichtet ist, 
giebt er im Schwerpunkte 
ein Moment, dessen repr'a- 
sentierender Vektor schrag 

naeh unten verlauft. Der Impuls-Endpunkt wird also durch die Reibimga- 
varkung jetzt nach unten abgelenkt. Der Impulsvektor und (bei Hinzu- 
.nahme der tjberlegung yon pag. 555) mtolt, die Figurenaxe warden sich senJcen. 
Um auch hier die Arbeitsvernaltmsse zu beriicksichtigen, bemerken 
wir, dafs durch die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da 
gegen durch den Reibungswiderstand dauernd Arbeit verbraucht wird. 
Wahrscheinlich wird die letztere Ai-beitsgrofse iiberwiegen, sodafs im 
G-anzen die lebendige Kraft und insbesondere der Eigenimpuls weiter 
abnimmt. Wir sahen oben, dafs hieraus eine Verkleiuerung des Schwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Babu des Stiitz- 
punktes folgen wiirde. Andrerseits wurde die zunehmende Neigung der 
Figurenaxe bei ungeandert bleibeudcr Schwerpunktsbahn eine Ver- 
gi-ofserung der Bahn des Stutzpunktes bedingen. Welcher von beiden 
Umstanden mehr Einuuis auf die Grofse der Babn de,s Stutzpunktes 
haben ^vird, lafst sich allgemein nicht entecheiden. Thatsachlich be- 
obachtet man gegen Ende der Bewegung bei geschwachtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweiterung, zuweilen eine Verengerung der 
Bahn des Stutzpunktes. 




Fig. 94. 
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Als hauptsachlich.es Ergebnis dieser allerdings sehr unsicheren 
Betrachtung 1st zu betonen: Die Figurmaxe mu/s sick im Falle 3) 
senken. Hierbei kann es nieht ausbleiben, dafs der Kreisel schliefslich 
mit seinen oberen Partien die Unterlage beriihrt und nach einigen un- 
regelmaisigen Auslaufsbewegungen zur Ruhe kommt. 

Hinsichtlich des Grrenzfalles 2) v = V wollen wir uns kurz fassen. 
Dieser kann sieh nur vorubergehend und, da wir die den Fall defi- 
uierende Gleichung als Bedingung sowohl fiir die Grrofse wie fur die 
Richtung der Geschwindigkeiten v und V auffassen wollten, nur unter 
besonderen Umstanden einstellen. Da in diesem Grenzfalle der Stiitz- 
punkt an der Unterlage uberhaupt nicht gleitet, so ist die eventuell 
vorkandene Eeibnng als eine Eeibung der Ruhe (vgl. 2) zu bezeiehnen. 
Man hat alsdann nach Coulomb W<^ p Mg } wo |u. den Reibungskoeffi- 
zienten der R.uhe bedeutet. Insbesondere ist es moglich, dafs die 
ruhende Reibung gleich Null wird, wenn namlich der Schwerpunkt ; 
dessen Beschleunigung auch jetzt nach Richtung und Grrofse, gleich 
W/M sein mufs, in Ruhe ist, wenn also der Schwerpunktskreis sich 
auf einen Punkt zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denk- 
bar, dafs der Kreisel seine Procession ausfuhrt, genau so wie auf einer 
idealen glatten Ebene, die wir iin Anhange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figurenaxe weder steigt noch fallt. Eine solche Be- 
wegung konnte sogar beliebig lange andauern, wenn nicht andere hier- 
bei aufeer Betracht gelassene Einfliisse (rollende Reibung, Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) storen und den Ubergang zu dem 
Fall 3) bedingen wiirden. 

Die Unterscheidung der vorangestellten drei Falle F>v, Vv } F<v 
haben wir einer Note von Archibald Smith*) entnommen, in welcher 
iiberdies nainentlich der Einflufs der besonderen Form des Aufiager- 
endes diskutiert wircl. Una unsere friiheren Reibungsbetrachtungen in 
diese Fallunterscheidung einzuorduen, bemerken wir, dafs beim Kreisel 
mit festgehaltenem Punkte naturlich v = ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingung des Falles 1). Dementsprechend 
fauden wir friiher, dafs vornibge der gleitenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sich ailemal aufrichten miisse. Eine 
Behandlung des vorliegenden Reibungsproblems findet sich, soweit es 
die Drehung des Kreisels um seinen Schwerpunkt angeht, auch in dem 
bekannten Buche von Jellett**), jedoch mit dem Unterschiede, dafs 

*) Note on the theory of the spinning top. Cambridge Mathematical Journal 
Vol. 1 (1846) pag. 47. 

**) Theorie der Eeibung, deutsch von Luroth und Schepp. Leipzig 1890, 
Kapitel 8, pag. 198. 
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bier die Ricbtung des Grleitens allein nacb der Grescbwindigkeit V 
beurteilt und das Vorhandensein der Geschwindigkeit v iibersehen wird. 
Indem also Jellet gewissermafsen die Gteschwindigkeit v gleich Null 
setzt, befindet er sicb gleicbfalls unter der Bedingung des Falles 1) 
und zeigt dementsprecbend durcb Recbnungen., die unserer obigen 
qualitativen Uberlegung als Stutze dienen konnen, dafs die Figurenaxe 
sicb. aufricblen miisse. Nimint man andrerseits an ; dafs der Kreisel 
uacb. unten bin in eine.absolut scbarfe konische Spitze auslauft, so 
wird der Stutzpunkt ein Punkt der Figurenaxe, namlicb. eben, diese 
Spitze sein: alsdann ist bei reiner Rotation urn die Figurenaxe F== 
und wir befiuden uns stets im Falle 3). Infolgedessen wiirde bei 
absolut zugescharfter Auflagestelle die Figurenaxe unter alien Um- 
standen durcb. die Reibung gesenkt werden. 

Die bier gegebene Bebahdlung ist sowobl nach theoretischer wie 
nacb experimenteller Seite bin reichlicb unTolletandig. So haben wir 
es nacb. tbeoretiscber Seite (iberbaupt yermieden, die mit Reibungs- 
gliedern bebafteten Differentialgleicbungen der Bewegung aufzuscbreiben, 
weil wir uns bei der Unsicberbeit der pbysikalischen Grundlagen keinen 
der Miibe entsprecbenden Kutzen fur das Yerstandnis des wirklich Be- 
obacbteten aus eingebenderen analytiscben Entwickelungen versprachen. 
Nacb experimenteller Seite baben wir uns mit der Aufzeicbnung der 
Babnkurve begniigt, welch.e der Untefstutzungspunkt auf der Unter- 
lage bescbreibt, dagegen baben wir .genauere Messungen tiber die zu 
jeder Babnkurve gebb'rige Impulsgrofse, iiber die Abbangigkeit der 
Bewegung von den Anfangsbedingungen, von der Form der Auflage- 
fliiebe etc. unterlassen mussen. Das letztere Versaumnis scbeint uns 
im vorliegenden Falle scbwerer zu wiegen, wie das erstere; wie wir 
demi allgemein wiederholentlicb. betonen mocbten, dafs das Verstandnis 
der wirklicben Bewegungsvorgange , sofern dabei Reibungseinflusse 
vorberrscbend sind ; mindestens ebenso sebr durcb Beobacbtung wie 
durcb Recbnung zu fordern ist. 



Kapitel Yin. 

Anwentagen der Kreiseltlieorie. 
Absehmtt A. Astronomische Anwendungen. 

1. Die Precession der Erdaxe, im Anschlufs an eine Idee von 

Gauls behandelt. 

Entsprechend .der dominierenden Stellung, welche die astrono- 
nomischen Anwendungen in der alteren mathematischen Litteratur 
einnehmen, ist das Problem der Rotationserscheinungen des Erdkorpers 
yon hervorragendem Einflufs anf die Entwickelung der Kreiseltheorie 
tiberhanpt gewesen, wie sich. unter Anderem in der auch. Ton nns iiber- 
nommenen Nomenclatur: regulare Pracession, Nutation, Knotenlinie 
erweist. Fast die samtlichen Namen der matnematischen Klassiker, 
alien voran Newton, dann Euler, d'Alembert, Laplace, Lagrange, 
Poisson, finden wir mit der Gescnicnte dieses Problems verkniipft. 

Die Theorie der astronomischen Praeession ist sehr einfach, wenn 
man si eh auf eine erste Ann'aherung beschrankt, sehr kompliziert, wenn 
man eine erschopfende Behandhmg anetrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lehrbuchern der Astronomic*) eingenommen, auf den 
ersteren miissen wir uns im wesentlichen stellen. Lediglicli urn dem 
niclit-astronomischen Leser einen Einblick in die miihsanien und be- 
wundernswert grimdlichen Methoden der Astronomie zu verscnaffen, 
wollen wir zum Scnlufs dieses Absclniittes einige Eesultate der ge- 
naueren Theorie hersetzen. 

Die Schwierigkeit waclist ganz aufserordentlich, wenn wir den 
Boclen der abstrakten Dynamik yerlassen und den Erdkorper nicnt 
mehr als absolut starr ansehen. Die Diskussionen, die dann auffcret-en, 
sind heute noch keineswegs abgeschlosseu. Wir werden diese Dinge 
fttr den folgenden Abschnitt aufeparen nnd zunachst an der Awiahme 
der Starrheit festhalten. 



*) Wirbeziehec uns im Tolgenden auf Tisserand, Mecanique celeste, t. II, 
Chap 22 27. In 194, pag. 442 berichtet Tisserand iiber die GeschicMe des 
Problems und den Anteil der oben genannten Klassiker an seiner Erforscbung. 
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Die Methode, der wir uns bedienen werden, ist einem von Gaufs 
angegebenen Verfabren zur Berecbnung der sakularen Storungen der 
Planetenbahnen nacbgebildet. Sie bat den Vorzug grofser Anscbaulich- 
keit und liefert die einzelnen Bestandteile der Losung schrittweise nacli 
der Eei.henfolge ihrer Wifthtigkeit. Auf das vorliegende Problem scheint 
sie bisber nicbt angewandt zu sein. Gaufs selbst leitet seine Metbode 
durcb die Bemerkung ein, dafs ,,die Sakularyerandemngen einer Planeten- 
babn dureb die Stoning ernes anderen Planeten dieselben sind, der 
storende Planet mag seine elliptische Bahn nacb Keplers Gesetzen 
wirklieh bescbreiben, oder seine Masse mag auf den Umfang der 
Ellipse in dem Mai'se verteilt angenommen werden, dafs .auf Stiicke 
der Ellipse, die sonst in gleicb grofsen Zeiten bescbrieben werden, 
gleicb grofse Anteile an der ganzen Masse kommen". 

Diesen Gredanken wollen wir uns zu eigen macben und erweitern: 
Wir wollen nicbt nur die Masse des storenden, sondern spater ( 2) 
aucb die des gestorten Korpers^ wo dieses wiinscbenswert ist, langs 
seiner Bahn verteilen, die wir dann als starren Ring behandeln, und 
werden nicht nur die sakularen, sondern auch, bei Zugrundelegung einer 
anderen Massenverteilnng, die periodiscben Storungen ( 3) zu finden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Methode auseinandergesetzt bat, dient sie zur 
genauen Bestimmung der sakularen Storungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordnung). Indem wir auf die von Gaufs beabsicbtigte Ge- 
nauigkeit verzicbten, werden wir sie dadurcb vereinfacben, dafs wir 
zunachst von der Excentricitat der Babn, d. b. bier der Sonnen- und 
Mondbabii abseben, diese also als kreisformig voraussetzen. Damit 
fallt aber zugleicb die in dem Gaufsiscben Citat vorgesehene Ungleich- 
formigkeit der Massenverteilmig fort, welcbe ja der ungleicbformigen 
Bewegung auf der Ellipse entsprecben solltc, und macbt einer gleicb- 
formigen Verteilung auf der Kreiaperipberie Platz. 

Der wicbtigste Teil der Rotationsersebeimmgen der Erde ist die 
Prdcessionsbewegung. Die kinematiscben Verbaltnisse derBelben sind 
uns ini Groben scbon von frtiber her (pag. 50) bekannt: Die Erdaxe 
bildet mit der Normalen zur Skb'ptik einen Winkei von 23% (g- 
nauer zur'Zeit 23 27' 10" welcbe Zabl aber langsam urn 3 veranderlieh 
ist) und drebt sicb unter dieseua. Winkei um die besagte Normale in. 
ea. 26000 Jabreu einnial heruni. Zusaramen mit der taglichen Um- 
drebung der Erde stellt diese Asenbewegung eine regulare Pracession 

*) Detorminatio attracbionis etc., C4eB. W. Bd. 3, pag. 831 xiud 367. Es ist 
dies dieeelbe Abhandlung, welche die einzige direkte Mitteilung von Gaufs iiber 
seiiie Tbeorie der elliptischen Integrale enthalt. 



1. Die Pracession der Erdaxe. 
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im fruheren Sinne dar u. zw. eine retrograde: Betrachten wir nitmlich 

den Vorgang yon derjenigen Seite der Ekliptik aus, nach welcher der 

Nordpol der Erde ninweist, so findet 

die Drebung der Erde um ihre Figuren- 

axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, 

die Dreliung der Erdaxe um die Normale 

der Ekliptik im Sinne des Uhrzeigers 

statt (s. die nebenstehende Figur; die 

drei Pfeile, welche bez. der Figurenaxe 

der Erde F, der Normalen N und der 

Ebene E der Ekliptik beigegeben sind, 

deuten die Ricbtung der Erdrotation, der. 

Pracession der Erdaxe und der schein- 

baren Sonnenbewegung an); der schmalo 

Polhodiekegel, dessen GrroTse pag. 50 ermittelt wurde, rollt iui Inneru des 

Herpolhodiekegels ab (vgl. Fig. 8 von pag. 52 sowie Fig. 100 a). 

Diese Verh&ltnisse ebenso wie die Zahl 26000 sind der Beobachtmig 
nattirlicn nicbt direkt zug'anglich. Letztere beziont sich. vielmehr auf 
die Scknittpunkte der Ekliptik mit der Aqaatorebene, welche be- 
kanntlich FriihUngs- und Herbst- Aqwinoldialpunltte (Tag- und Naclit- 
gleichen-PunJcte) lieifsen und deren Verbindungsgerade die Knotenlinie K 
1st. Aus der Pracessionsbowegung der Erdaxe folgt nun, dais sicb 
au(ili diese Punkte ini Sinne des Uhrzeigere, d. li. entgegen dem Sinne 
der scneinbaren Sonnenbewegung um die Normule der Ekliptik berum- 
bewegen und zwar, wie die Beobacntung xeigt, in jedem Jahre um den 
Betrag von ca. 50"- , Hieraus berecbnet sicb riickwarts die angegebene 
ungefabre Periode von 26 000 Janren. Es ist namlich die Zeit eines 
vollen Umganges der Aquiuoktialpunkte, also aucb die Zeit, in der 
die Erdaxe die Normal e der Ekliptik einmal umkreist, gleicb 

?^ =ca. 26000 Jahren. 

Wir fragen nun, wie weit diese Erscheinung durcb die bislierige 
Theorie des schweren symmetrischen Kreisels erklart werden kann. 
Dafa es sicb um nichts anderes, als eine Wirkung der allgemeinen 
Gravitation auf die ain Aquator wulstformig aufgetriebenc, rotierende 
Erdmasse liandelt, bat schon. Newton*) erkannt und damit einen der 
wiclitigsten und bewundernswertesten Belege seiner Theorie geschaifen. 

Da die ins Spiel kommenden Anaieliuiigskrafte nur von der gegen- 
seitigen Lage der Himmelskorper abhangen, diirfen wir uns den Schwer- 

*) Philosophiae naturalis principia mathemafcica. 168T. Tom. Ill, Prop. 
XXI, Theor. XYII. 
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punkt der Erde ale fest und die iibrigen Himmelskorper relativ gegen 
die Erde bewegb denken. Von diesen werden wir nur diejenigen Korper 
zu berucksiclitigen brauchen, welche entweder durch ihre tiberwiegende 
Gfrofse oder durch bre geringe Entfemung voii der Erde ausgezeichnet 
sind, d. h. nur die Sonne und den Mond, Zur vollstandigen Behandlung 
der Rotationserscheinungen der Erde ware es erforderlich, die wechselnde 
Grofse der Anziehungskraft infolge der wechselnden Entfernung beider 
Korper von der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Fortschreitens der Korper auf ihren Bahnen zu beriicksichtigen; 
In dieser Allgerneinheit werden wir auf das Problem im dritten Para- 
graphen zuriickkommen. Wir werden uns dort das zeitlich verander- 
liche Potential der Sonnen- und Mondanziehung V(f) in eine trigouo- 
raetrisclie Heine nach der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
Perioden des Sonnenumlaufs, des TJrnlaufs der Mondknoten etc. ent- 
sprechenden periodischen Grlieder fur sich betracliten. Das konstante 
Glied jener Reine liefert im Besonderen die sakulare Einwirkwig von 
Sonne und Mond auf die Erde ; welcbes als Folgeerscheinung die 
uns zunachst interessierende PracessionsbewegQng der Erdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stelle auf jene allgemeinere Betracntung nur hin- 
weisen, wollen wir uns nun des anscnaulichen Gaufsischen Verfahrens 
bedienen; welcnes gerade den in Frage kommenden sakularen Teil aus 
der gesamten Anziebungswirkung aussondert. 

Wir denken uns also die Masse von Sonne und Mond auf ihrcn 
relativen Bahnen gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleicli- 
formig ausgebreitet ; da wir diese Bahnen ala Kreise voraussetzen 
wollten. Der Eadius der Krcise entspricht clem mittleren Erd- 
abstand von Sonne und Mond. Wir haben auf diese Weise statt der 
wirklichen' Soimen- und Mondanziehung die Anziehung eines unendlicb 
diinnea w Sonnen- und Mondringes" von gleichformiger Dichte zu imter- 
suchen. Ferner wollen wir fiirs Erste von der Neigung der Mondbabn 
gegen die Ekliptik, welche bekanntlich ungefahr 5 betragt, absehen 
uud uns den Mondring in die Ebene des Sonnenriages hineingedreht 
denken (a. Fig. 96, wo den fraglichen Kin gen die in der Astronomic 
ftblicheii Zeichen fttr Sonne , Mond ( und Erde $ beigegeben 
sind). Auch iiber die Beschaffenheit der Erde wollen wir vereinfachende 
Annakmen macheu. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
anfserdem als Rotationskorper um die Nord-Siidpol-Axe von den Trag- 
heitsmomenten C und A voraus, woboi wegen der Aufbauchung am 
Aquator 0>-4 ist. Fur die Berechnung .samtlichev Tragheitswirkungen 
korninfc es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder anclere Korper von denselben Traghoitsmomenten C, A, A an die 






1. Die Pracession der Erdaxe. 

Stelle der Erde gesetzt, wurde sich hinsichtlieh aller Tragheitswirkimgen 
bei der Rotation genan so Yerhalten wie die Erde. Aber mehr als 
das: Wir behaupten, dafs es auch bei der Bereehnung der Anziehungs- 




wirkungen von Sonne und Mond lediglich auf die Grofse der Tragheits- 
inomente ankommt, sofern wir Tins mit einer gewissen Naherung 
begniigen. 

Zuin Beweise denlcen wir uns das Auzieh-anggpotentiftl der wirklicheu 
Erde auf einen iiufseren, hinreichend entfomten Punkt P, z. B. einea Punkt 
des Sonnen- odor Mondringes Kingeschrieben. Dasselbe hat die Form. 

wo m ein Massenelement der Erde 1st' und die Summation 



m 



sicb auf die ganze Erdmasse erstreekt. Hier wird man 1/r nach Po- 
tenaen der Verhaltnisse .X/r , Y/r Q , Z/r entwickeln, .wobei \tater 
1K.YZ die Koordinaten des Massenolcmentes m verstanden werden, als 
Ko'ordinaten-Aiifaiigspunki der Mittelpaukt (Schwerpunkt) der Itlrde 
gedacht wird und r rt den Abstain! des Punktes P voni Erdmittelpurikte 
bedeutet. Diese Keiho konvergiert sehr schnell, weil die gejiarmten 
Verhaliznisse in unserem Falle hochstens gleich dem Verhaltnis Srd- 
radi-as durcli Radius der Mondbahn sin.cl. Man wird daher, wenn raaii 
kein.e groCse Genauigkei.t anstrebt, die [lei he mit den Giiedern xded- 
rigsfcer Ordnung abbredien diirfen. Die Glieder erster Ordnung rer- 
schwinden bei der Rumination fiber die Erde, falls .man. als Koordiuaten- 
anfaog den Sc'hwerpxmkt gewahlt hat. Die Glieder zweitev Ordnung 
weis.n nach Ausfilhrung der Summation als Koeffizienten die Grofaen 
Em X a , Hm X Y, . . ., d. h. die Tragheitsmomente und Trjiglieitsprodukte 
(oder Oentrifugaimomente) der Erde auf. L'afst man insbesondere die 
Koordinatenaxeii mit den Haxipttragheitsaxen zusammenfailen , so redu- 
ziert sich die ZaM der quadratischen. Glieder auf drei und ihre Koeffi- 

Klei ii-Soinnierf eld, ICrainelbe-weguag. UI Aufl. tl 
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zienten werden die drei Haupttragheitsmomente. Daraus folgt aber, 
dafs in. erster Annaherung, d. h. bei Beriicksichtigung lediglieh der 
Grlieder niedrigster Ordnung, alle Korper von gleicher Lage der Haupt- 
axen und gleicher Grofse der Haupttragheitsmomente .sich auch hin- 1 
sichtlich der Grravitationswirkungen gleich verhalten rntissen. Wir 
konnen also auch in dieser Hinsicht fur die Erde einen beliebigen 
andereh Kftrper substituieren, falls nur das Tragheitsellipsoid desselben 
mit dem der Erde identisch ist. 

Fur viele Zwecke ist es ublich und niitzlich, sich die Erde durch 
ein ideales Eotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere Wahl vorzuziehen: wir denken uns eine vollkommene, 
homogene Kugel, welche am Aquator mit einem gleichformig mit 
Masse belegten Griirtel versehen ist. Es sei a das Tragheitsmoment 
der Kugel fiir einen ihrer Duychmesser und m die auf unserem Giirtel, 
dem ,,Erdringe", ausgebreitete Masse. Wir haben es nun so einzurichten, 
dafs diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Haupttragheits- 
momente C und A besitze, wie die wirkliche Erde, um in ihr einen 
fur unsere Zwecke volikommenen Ersatz der wirklichen Erde zu haben. 
Es ist aber das Tragheitsmoment des Binges um die Nord-Stid-Axe 
gleich mR*, das um eine aquatoriale Axe gleich Y 2 w-R 3 , unter R den 
Erdradius verstanden. Mithin haben wir zu bewirken., dafs 

mR* + a = C, 
mW+a~A 

wird-, wir haben also zu wahlen: 



/1\ 

(1) 



~2A- C. 



Weiter ist aus ' Symmetrieriicksichten klar, dafs die Kugel vom 
Tragheitsmomente a bei der Berechnung des Drehmomentes der an- 
ziehenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicht in Frage kommt, 
dafs wir vielmehr nur den Erdring zu berticksichtigen haben. Ferner 
lehrt die mechanische Anschauung ohne Weiteres, dafs Sonnen- und 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sein werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik hinebizudrehen. Die betr. Drehkraft hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, ron derjenigen Seite der Knotenlinie 
gesehen, welche den Friihlingg-Tag- und Nachtgleichen-Punkt tragt, 
um diese Axe entgegen dem Sinne des TJhrzeigers, gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Stutzpunkte liegt. Wir wiinschen die Ghrofse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 



L Die Pracession der Erdaxe. 
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Sei m 1 die Masse, r der Radius des Sonnenringes und Vi ein in 
der Ekliptik etwa von der Knotenlinie aus gezanlter Winkel, welcher 
die einzelnen Punkte des Sonnenringes unterscheidet (s. Fig. 96). Die 
analoge Bedeutung mogen Wj,.r s , V a f&r den Mondring haben. Endlieh 
sincl dieselben Grofsen fur den urn den Erdaquator herumgelegten 
Erdring: m (s. oben), E (Erdradius) und 95 (ein in der Aquatorebene 
von der Knotenlinie aus gezahlter Winkel). 

Der Winkel zwischen Erdring und Ekliptik neilse -9- (= 23% ca.). 
Wir legen rechtwinklige Koordinaten x, y, z zu Grrunde, indem wir die 
^-Richtung mit der Normalen der Ekliptik, die #-Riehtung mit der 
Knotenlinie zusammenfallen lasseu; dann wird fiir den Sonnen- und 
Mondring: 

x i ~ r i cos ^i ; y\ ^ r \ s " 1 i'l } %\ = o , 

a? 2 = r 2 cos ^ 2 ; % =* r<* sin^ s , ^ = 0, 
wahrend wir fiir den Erdring haben: 

aj = JRcos9), y R sing) cos #, & R sin 93 sin -9- . 
Um das Anziehungspotential des Sonnenringes auf den Erdring zu 
bilden, berechnen wir 



indem wir 



cos ^ x cos 9 + sin ^ sin cp cos &, 



und entwickeln nach. Potenzen der kleinen Grofse 
r r i 

nur die Glieder bis zur zweiten Potenz incl. hinschreiben: 






Dieser Ausdrack ist nach 4\ und <p, A. h. iiber den Sonnen- und Erd- 
ring zu integrieren. Dabei wird 

/r 
sdfa ==0, I s*dil)i == n(co8 3 q> + sin 2 tp eos 3 ^), 
J 

2 7[ %rt 

I il(f S*dlj>, ==3T 8 (1 + COS 2 ^). 
J J 


Dae gesuchte Potential lautet daher, unter f die Gravitationskonstante 
verstanden: 



640 



VIII. Absehnitt A. Astronouaisclie Anwendtmgen. 



Dasselbe hangt, wie wir sehen, nur von dem Winkel & ab; also wirkt 
die Anziehung nur auf eine Anderung des Winkels -9:, d. h. auf eine 
Drehung um die Knotenlinie hin,, wie wir schon oben erkannten. Die 
Grofse dieser Drehkraft 1st dabei in erster Annaherung, d. h. bei der 
schon vorher genannten Vemachlassigung der hoheren Potenzen von -7- : 

/( ,, 0F, 3 .w,,mI2 2 . . _ 

(2) .^i.---/- _!:___ BUNCOS*. 

Endlich driicken wir die Masse m des Erdringee durch die Traglieits- 
moinente C und A des Erdkorpers aus (s. Gl. (1)) und erhalten: 



(2') 



sin & cos #. 



Ebenso ergiebt sick das vom Mondringe herrtihrende Drehmoment zu 

f\ "\f ft J3 ( C\ A\ 

f r\tt\ V ' 9 V / llVA I **S *-*-) * t\- *\. 

(2 ) -^~- = ;r- f - g - sin & cos *. 

\ J rift 2 ' *_ 8 



Die genannte Drehkraft ist daher gleich der Summe dieser beiden 
Ansdrucke, d. h. gleich 

P cos # sin fr, 

wenn zur Abkiirzung 

(3) ' P--- 



gesetzt wird. Wir haben somifc im vorliegenden Falle fiir die auisere 
Drehkraft einea ganz aknlichen Wert (P am-d- cos-d-, P<0) gefunden, 
wie friiher betm schworen syimoetrischen Kreisel ; dessen Scliwerpuii]i!;t 
imterhalb des Stiitxpnnktes lag (P sin & f P < 0). 

Wir machen uns nun ]5:lar ; da/s unter dem Einflufs dieser Dfch- 
kraft die regulare ]?racf:ssion ahnl-ich wie friiher sine moyliche Be- 
wcgunysform daratdlt. Gleichzeitig merken wii: an, dafs sie ebenso- 
vvenig wie friiher, die allgemeinste mogliche Bewegungsforni giebt 
(Die Frage, ob es sich bei der Erde um die besondere regular e Prii- 
cession oder imi die allgemeine ps&udoreguldre Pracession handelt, bildet 
den eigentlichen Gegeusiand des foigeuden geophysikalischen Abscluiittes. 
Indein wir den Leser auf diesen verweisen, werden wir im gegeii- 
wiirtigen Abschnitt die Bewegung der Erde uud ebenso die des Mond- 
ringes als regulare Pracession bekandeln.) Dabei stiitzen wir uns am 
einfaehsten auf das d'Alembertscue Prinzip (Kap. 11.1, 4), nacb 
welcbem bei jeder moglichen oder ,,naturlichen" Bewegung des Kreisels 
die Tragheitswirkung der aufseren Drehkraffc dauernd das Gleichgewiclit 
halt. Die Tragheitswirkung des symmefcrischen Kreisels bei der regu- 
laren Pracession wurde pag. 175 au 

(4) A" = C(JL v sin * (C ^L) t/ 3 sin* coa * 
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gefunden; dieses Moment katte die Kaotenlinie zur Axe, ebenso wie 
im vorliegenden Falle die aufsere Drekkraft P sin # cos -9-. Das besagte 
Prinzip verlangt also: 

(5) JT+ Psm.fr cos & = <). 

In Gleichung (4) bedeutet v die Pracessionsgesckwindigkeit, d. k. 
die Winkelgeschwindigkeit, mit der sick die Erdaxe tun die Normale 
der Ekliptik drekt-, p. ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde bei 
ihrer taglicken Umdrekung, gemessen von der Knotenlinie aus. Als 
Unbekaiuite haben wir die Grol'se v anzuseken. Unsere Gleickung 
liefert fiir dieselbe zwei Werte (wie fruaer bei der Pracessionsbewegung 
des syrmnetriscaen Kreisels, pag. 178); da P (s. u.) sekr klein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sekr klein, der andere von der Grofsen- 
ordnung von jtt. In unserem Falle kommt nur der eratere Wert fiir 
die PracesBionsgeschwindigkeit in Betrackt, da die Beobacktungen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erkeblick kleiner als ^ ist. Gleickzeitig be- 
recktigt uns eben diese Kleinkeit des Verkaltnisses v : p in Gleickung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vernacklassigen nnd Gleickung (5) 
einf acker folgendermafsen zu sckreiben: 
(5') Cjtv == P cos-9 1 . 

Hieraus ergiebt sick als tkeoretiscker Wert fiir v: 

fo\ P cos 3 f G A ( m l 

(6) v _ r .-. T .._-. + 



Die reckte Seite lafst sick fur die numeriscke Recknung bequemer 
gestalten, wenn wir sie jnit Hiilfe des dritten Keplerscken Gesetzes UDI- 
formen. Der praciseste Ausdruck desselben ist bekaniitlick die Gleickung 

f (ffl+0 _ /2jg\ 2 
' a & \ T) ' 

kier bedeuten m imd m' die beiden Massen des Zweikorperproblems, 
a die kalbe grofse Axe der Keplerscken Ellipse, T die Umlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizitat abseken, wird a mit dem mittleren 
Abstande r identisck. Fiir die Bewegung der Erde urn die Sonne er- 
giebt sick kieraus, da die Masse der Erde gegen die der Sonne okne 
Weiteres vernacklaasigt werden darf: 



und fiir die Bewegung des Mondes urn die Erde 

M-4-m /2rt\ s T y-w 

(70 /-^-fe) oder ftf 

Sleiolnmg (6) schreibt sieh darauftin folgendermafsen: 

+ i cos*. 
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Aus dieser Formel wollen wir nun einige numerische Schliisse ziehen. 
Zunachst lafsfc sich der von der Sonne hemihrende Bestandteil der 
Pracession (v^) mii dem von dein Monde hemihrenden (v 2 ) vergleichen. 
Wir haben namlich ersichtlich 



Hier ist T 2 : 1\ das Verhaltnis des (siderischen) Mondumlaufs zum 
(siderischen) Jahre, d. h. ungefahr gleich 27 Y 3 : 365%. Fur das Ver- 
kaltnis der Erdnaasse zur Mondmasse werden wir den Wert 82 zu Grrunde 
legen. Infolge dessen ergiebt sich 

^- = 0.47 oder ^--2.13. 
' *i ' 

Der Beifrqg des Mondes zur Prdcessionserscheinung ist also wegen seiner 
geringen Enifernim^ faote seiner geringeti Masse mekr als dcyppelt so grofs, 
wie der der Sonne. 

Berechnen wir nun die beiden Bestandteile einzeln. Wir haben 

/Ct\ 2 G -- -A- COS ^ O -( O 

(8) v^-Qx? ^ pp, i/j-2,13.^. 

Es ist aber ^ die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehung, gleich. 

2 a dividiert durch die Lange des Sterntages *) , also ftj^ gleich 

2x multipliziert mit der Anzahl der Sterntage, die auf ein Jahr 
kommen. Diese Anzahl isfc bekanntlich um 1 grofser wie die Anzahl 
der Sonnentage. Somit wird ^T 1 == %n 366 y^. (Das negative 
Zeichen riihrt daher, dafs die Drehung der Erde entgegen dem Sinue 

des Uhrzeigers stattfindet.) Wir miissen ferner den Wert von ^ 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels schuldig machen (s. 4), 
wollen wir daffir den Wert ^.-=- acceptieren. Nehmen wir als Zeit- 

oOo A 

einheit das Jahr an, so ergiebt sich schliefslich, in Bogensekunden 
ausgedriickt: 

/<y\ Q cos 23 ) 6 1 a" 

V l - 8 *' 8067566^ - 16 - ' 



*) Diese Angabe ist nicht ganz genau. Da namlich die Winkelgeschwindig- 
ju, ebeuso wie der Eulersche Winkel qp, dessen zeitlicher Differentialquotient 
sie iat, von dei Knotenlinie aua zu naessen ist und diese sich, eben wegen der 
Priicesaion, entgegen dem Sinne der Erdxotation verschiebt, so wird p in Wirk- 
lichkeit etwas grSfser auefallen. Die obige Angabe bezieht sich eigentlich auf 
die wahre Umdrehuagsgesoawindigkeit r, die dritte Komponente des Drehungs- 
vektore (p, q, r}. Da aber r^y'-f-coa-fr-'V 1 ', da ferner 9'= (*, <$' == v ist, so 
wird die Differena sswiechen r und p gleich v cos #, welche Gro'fse wegen der 
Kleinheit von v far unsere Zwecke nicht in Betracht kommt. 



2. Der Rnckgang der Mondknoten. 543, 

Die Knotenlinie dreht sich also wegen der Sonnenansiehung allein im 
Laufe eines Jahres um 16" vorwarts. 
Ferner ergiebt sick nack GL (8) 

(9') v a = 2,13 16" = 34". 

Wegen der Mondanziehung allein dreht sick also die Knotenlinie 
wahrend eincs Jahres um 34". Der Gesawfbefoag der Procession ist 
mithin 
(W) v 4- v = 50". 

\ / 1 ' 2 - 

Soviel fiber die Erklarung und die ungefakre Grofsenbestimmung 
der Pracession. Zum Vergleick rait Spaterem wollen wir nock die 
Bewegung der Erdaxe durck Angabe der Eulerscken Winkel ty und fr 
besckreiben. Dem biskerigen Grade der Annakerung entsprickt die 
folgende Darstellung: 

( $ = $ + 50" t, 
C 11 ) 



= 23 27' 7"; 

die Grofse ^ bleibt kierin unbestimmt; sie kangt davon ab, yon 
welckem Puukte der Ekliptik wir den Winkel ty messen wollen. 

2. Der Biickgang der Mondkiioten. Erste Erweiterung der 
Gaufsigohen Methode. 

Die Mondbakn fallt bekanntlick nickfc genau mit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisker annakmen, sondern bildet mit ikr 
einen Winkel von ca. 5 (genauer gesagt einen Winkel , der zwiscken 
5 0' und 5 18' sckwankt). Ikre Scknittpunkte mit dieser Ebene sind 
die Mondlcnoten, die Verbindungslinie derselben keilst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Knotenlinie fiikrt nun unter dem Einflufs der 
Sonnenanziekung eine, im Sinne der Mondbewegung gerecknet, riick- 
laufige Bewegung aus; sie drekt sick um die Normale der EkHptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne des Ukrzeigers, aber 
mit erkeblick grofserer Gesckwindigkeit, namlick in ca. 18 2 / 8 Jakren 

einmal um. 

Wir konnen auck diese Knotenbewegung in Zusammenkang mit 
der Kreiseltkeorie bringen und konnen ikren zaklenmafsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings miissen wir dabei wesentlicke Punkte 
aus der Tkeorie des Mondes als bekannt voraussetzen. Wir miissen 
uamlick von vornkerein wissen, dafs die von der Sonne kervorgerufene 
kauptsacklicke Storung der Mondbakn in einer Bewegung ikrer Knoten 
bei Unveranderlickkeit ikrer Neigimg gegen die Ekliptik bestekt. Wir 
miissen ferner wissen, dafs die (bekanntlick ziemlick grolse) Excen- 
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trizitat der Mondbabn, n der wbr ** Fol g enden notgedrungen ab- 
sehen werden, die Grofse der Knotenbewegung nicbt erneblick beein- 
flufst, so dafs die Knotenbewegung einerseits mid die yon der Excen- 
trizitat .herriihrenden Storungen der Mondbalm andrerseits fur aicb 
berechnet werden konnen. In unserer Betracbtung fbhlt also, matbe- 
matiscb gesprocfcen, der Existenzbeweis fiir die Mondknotenbewegung; 
was wir aus der Kreiseltbeoxie entnehmen konnen, 1st lediglich die Be- 
recbnung der Grbtse dieser Beweguag unter Voraussetzung ihrer Existenz. 
Wir halten im Folgenden an unserer Mheren VorsteHung eines 
Sonnen- und Mondringes fest, die wir uns beide ais start und kreis- 
formig denken. Der von uns konstruierte ? ,Erdring dessen Anziehnng 
wir nachtraglicii gleichfalls beriicksichtigen werden, ist von zu geringer 
Masse, urn fiir unsere jetzigen Zwecke merklicb in Betrackfc zu kommen, 
so dafs wir uns zunacbst auf die anziehende Wirkung des SoBnenringes 
beschranken werden. Entsprecbend der Bewegung des Mondes um die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der'b'etr. Umlaufsgescliwindigkeit 
als starres GanzeS kontinuierlich in sich verschobeu. Wir habeu dann 
das folgende eiofache Problem der Kreiselthoorie vor uns: Der in Rota- 
tion lefindliche Mondring stelit unter dem Einflufs der Anziehung des 
Sonntnringes, die ihn in die Ebene d&r Eldiptik hineinmziehen sucU; 
er leschr&fot unter d&m Einflufs derselben um die Normale der EMiptik 
eine regulare Procession; welches ist seine Pracessionsgeschwindigkcit? 

Bei dieser Formulierung Bind wir in der Anwendung der Gaufsischen 
Methode iiber Gaufe selbst einen Schritt hinausgegangen. Wahrend 
naralicli Gaufs nut die Masse des storenden (des anziebenden) Korpers 
auf seiner Bahn verteilt, baben wir aucb die Masse des gestorten (des 
angezogenen) Korpers durcb eine auf dessen Babn ausgebreiteie kon- 
tinuierlicbe Massenbelegung ersetzt. Wabrend es aberbei der anziebenden 
Masse, clem Sonnenringe, gleicbgiiltig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegung oder in Eube denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentlich, dafs wir seine Bewegung (in Gestalfc einer Ver- 
scbiebung des Ringes in sich) boriicksicbtigen. Denn diese Bewegung 
ist es gerade, die nacb den Grundsatzen der Kreiseltheorie die Mond- 
bahn in den Stand setzt, ibre Neigung gegen die Ekliptik gegeniiber 
dem yon dem Sonnenringe ausgeiibten Drehmomente zu behaupten. 
Wir bilden zunachst das Anziehungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drebkraft ab. Sie laatet naeb Gleicbung (2) des 
yorigen Paragrapben: 

/1\ dV 3 fW^m^J 1 . 

(1) .jrr- =. ~ -- f - 1 - V*- Sin ^> 2 COS ^ 2 ; 
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in der That brauehen wir mir die auf den Erdring sich beziielienden 

Grofsen w? ? # und E in der genannten Gleichnng durch die auf den 

Mondring beziiglichen w a , ^ = 5 und r 2 zu ersetzen. Schreiben wir 

hierffir P 2 sm<9' 2 cos # 2 , so wird mit Rucksicht auf Gl. (7) des vorigen 

Paragraphen: 

f2"> P _ _ JL f'M^V _ 

(.*.) * 2 -J- / Ij - 

wo jetzt C 2 == 7 2 r 8 8 das Traglieitsmoment des Mondringes um seine. 
Figurenaxc bezeicknet. 

Eine moglichc Pracessionslaewegung des Mondringes von langer 
Periode wird wieder hinreichend gcnau durcli die Gleichung (5') des 
vorigen Paragraphen definiert, Avelche wir, unter N die imbekannte 
Pracessionsgeschwindigkeit ; unter M die Drehgescliwindigkeit des Mond- 
ringes verstanxlen, so zn schreiben liaben: 

(3) C 2 MN = P 2 cos^- 2 ; 
sie ergiebt 

(4) N = --, cos # 8 . 

Nun bedeutet M die Winkelgescliwindigkeit des Mondringes in 
Bezug auf seine Knoten; sie ist gieicn derjenigen Winkelgeschwindigkeit ; 
mit welcher, von der Erde aits geseiien, der Mond in seiner Balm gegen 
die Mondknoten fortschreitet. Die betr. Umlaufsfceit neil'st die drako- 
nitische, sie ist gleich 27,2 Tagen*). Mitliin wird 

... 2w , . . , 366,25 

M = -~- nnd 



Nehmen wir wieder als Zeiteinlieit das Jahr, so wird in Gradnmfs 
ausgedriickt 

(5) N-^Ss 00850 ' 1800 ^ 20 ^ 

Dies ware die Anzahl Grade, welche die Mondknoten in einem Jahre 
zuriicklegen; die voile Umlaufszeifc der Mondknoten wflrde daher 
betr agon: 

(6) 3 -~ - 18 Jahre. 

Der oben angegebene Wert war 18% Jahre oder genauer 6793 Tage; 
dein entspricht als genauerer Wert von N der Betrag 19V B . Der 

*) tjbcr dio Beziohung dieser Winkelgeschwindigkeit ZTH- wihren oder side- 
rischen Winkolgcsch\vi.T>digkeifc des Mondes ist dasaelbe zu sagon, wie ohen 
liber die Beaieburig zwisclxen H und r. Bezeickiien wir die sjderiscbe Winkel- 
gesdrwindigkeit (d. h. die GrolsG - In dividiert dnrch den sideriachen Mon;at) 
mit E, so gilt wieder E == M ~f N cos 6. 
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Unterschied kann uns bei cler Kohheit unserer Vorstellung vom Mond- 
ringe, bei der wir von der Excentristitat der Mondbahn absahen, niclit 
wunder nehmen. 

Wir wollen noch ergauzungsweise den Einflufs der Erdanziehung 
auf die Bewegung der Mondknoten, wenigstens in grober Annaherung, 
bestimnien. Es ist Mar. dafs die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbahn storen kann, als sie von der Kugelgestalt abweiclit, dafs 
also bei der im vorigen Paragraphen besprochenen Zerlegung der Erde 
in eine ? ,Erdkugel" und einen ,,Erdring" nur der Erdring von der 
Masse m (Grl. (1) daselbst) zu beriicksicbtigen ist. Dieser Erdring m 
sucnt nun ebenso wie der Sonnenring den Mondring in seine Ebene 
hineinzudrehen, also bier in die Ebene des Erdiiquators. Wir scbliefsen 
wie oben ; dafs unter dem Einflufs dieses Drebmomentes und vermoge 
der eigenen Umdrebungsgeschwindigkeit des Mondringes die regulare 
Pracession um die Norm ale der genannten Ebene, also bier um die 
Nord-Sud-Axe der Erde, eine moglicke Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragrapben untersucbten 
Eigenbewegung der Erdaxe abseben. Wir wollen die Pracessionsge- 
scbwindigkeit und die Zeitdauer dieser Pracession bestimnien. Indem wir 
finden, was aus der geringen Masse des Erdringes vorborzuseben war, 
dafs diese. Pracessionsgescbwindigkeit sehr klein, die Priicessionsdauer 
also sebr lang wird, verglichen mit der entsprecbenden Gescbwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne bervorgerufenen Mondknoten- 
bewegung, zeigt sich, dafs durch die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegung nur in geringer Weise und in sakularer Form ab- 
geandert wird und dafs wir bei der vorbergebenden Berecbnung der- 
selben die Erdanziebung vernacblassigen durften. Die Art dieser (sebr 
geringfiigigen) Abandoning bestebt dabei nicbt in einer einfacben Be 
schleunigung oder Verzogerung der durcli die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung, sondern sie verandert auch die Neigung der Mondbalm 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Pra- 
cessionsbewegung um. eine andere Axe erfolgt, wie die durcb die Sonne 
bewirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring baugt von dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Aqnatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel wecbselt wegen der durch die Sonne bewirkten 
Knotenbewegung und scbwankt in 18% Jabren um + 5. Es ist am 
einfachsten und liegt am naebsten, jenen Neigungswinkel durcb seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. b. durcb den Winkel # = 23,5, unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die.EMiptik geneigt ist. Indem wir 
dieses thun, seben wir also wie im ersten Paragraphen von der Neigung 
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der Mondbahn gegen die Ekliptik ab, denken uns vielmehr den Mond- 
ring in die Ekliptik hineingedreht. 

Das Drehmoment der Erdanziehung auf den Mondring konnen 
wir nun direkt aus der Gl. (2") des vorigen Paragraphen entnehmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drehmoment, welches der in die 
Ekliptik hineingedrehte Mondring auf den Erdring ausiibte. Gerade 
so grot's ist aber das jetzt in Frage stehende Drehmoment. Setzen 
wir dasselbe gleich P 2 ' sin & cos & , so wird nach der genannten 

Gleichung: 

p't 3 /. m s (CJ A) 

*a y / ,rs 

Wir vergleichen das Produkt P/ cos -0- mit dem Produkte P 2 cos # 2 , 
unter P 2 den in Gl. (2) dieses Paragraphen angegebenen Wert ver- 
standen. Nach Gl. (3) dieses Paragraphen verhalt sich namlich die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit, mit der die Mondknoten urn die Nord- 
Sftd-Axe der Erde infblge der Anziehung des Erdringes umlaufen 
wilrden, zu derjenigen Geschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziehung in der Ekliptik umlaufen, wie P 2 ' cos fr zu P 8 cos t?- 2 . 
Nennen wir die beiden Geschwindigkeiten N' bez., wie oben, N, so 

haben wir 

N' Pg'cos-O' 2(0 A) r x 8 cos-8 1 
"N ^ P,~cos^ ^ "wTrT 2 " " r. 



Nach dem dritten Keplerschen Gesetz (Gl. (7) und (7') aus 1) dtirfen 
wir setzen 



und erhalten daher: 
N' 2(C A) 



c 



N (Jf-j-w^fj 18 jT s 2 cos' g C (K4-TOj)r z 4 jT 4 s cos- 8 

Hier werde noch im Zaliler des Ausdrucks ein Naherungswert fiir C 
eingesetzt; sehen wir namlich die Erde vorubergehend als eine Kugel 
von gleichformiger Dichte an, so dtirfen wir nach einer bekannten 

2 

Formel C = -r- M E 2 annehmen, so dafs sich schliefelich ergiebt: 

E ~ 4 9. ~- _ M ^ _ *. ^L! cos& 

N 5 C M 4- w 2 r 2 * jT s * cos & z 

Die samtlichen Faktoren dieses Ausdrucks sind bekannte Zahlen. Es 
ist z. B. das Verhaltnis JR/r a gleich ca. 1/60, wahrend das Verhaltnis 
M/M + m 2 hinreichend genau gleich 1 genommen werden kann. Mit 
Benutzung der schon friiher angegebenen sonstigen Zahlenwerte er- 
giebt sich 



N' 
N" 
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T 305 
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Die Geschwindigkeit N' 1st also aufserordentlich klein gegen die &e- 
schwindigkeit N. Umgekehrt ist die zu N' gehorige Praeessionsdauer 
aufserordentlich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegung in 
der Ekliptik, welche 18% Jahre betragt. Jeae Pracessionsdauer wtir.de 
namlick sein: 

HjklH.' = 156 000 .Jahren. 

1,2 

Die Grofse dieser Zabl zeigt unmittelbar, dafs iinserer Betrachtung 
nur die Bedeutuiig einer AbscMteimg , nicht die einer zuverlassigen 
Bereclmunq zukommt. Denn 'einerseifcs andern sich. walirend des ge- 
nannten Zeitraumes die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
nicht yorherzubestimniende.m Maise ? wahrend sie in unserer Rechnung 
tils konstant angenommen wurden. Andrerseits und nanientlich andert 
sich in jenem Zeitraumc die Lage des Erdringes im E/aume wegen 
der Kuotenbewegung der Erde vollig, wanrend wir dock, in unserer 
Rechnung die Stellung des Erdringes und das von ikm ausgeiibte Breh- 
moment als unveranderiich voraussetzen mufsten. Diese Voraussetzung 
iat nur fiir einen Zeitraum zulassig, der klein ist gegen die Pracessions- 
dauer (26000 Jalire) der Erdknoten, dagegen vollig unhaltbar fiir den 
hier gefundenen Zeitraum, der sich sogar grofser als 26000 Jahre er- 
geben hat. 

Trotzdem wird durch die vorstehende Eechnung soviel bewiesen 
als wir erganzungsweise zu beweisen wunschten: dafs namlich die von 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenbewegung zu vernachlassigen und 
dafs lediglich die Sonnenanziehung als mafsgebender Faktor hierbei zu 
beriicksichtigen ist. 

3. Die ftstronomiBclie Nutation der Erdaxe? Verallgememerting 
der Gaufsisohen Methode auf periodische Storungen. 

Indein wir uns zu der von Bradley 1747 entdeckten Nutation 
der Erdaxe wenden, betonen wir vorab, dafs diese ,,astronomische" 
Nutation mit der friiher als Nutation der Kreiselaxe bezeichneten Be- 
wegung in Mnettscher Hinsicht nichts gemein hat. Die Nutation der 
allgemeinen Kreiseltheorie (vgl. besonders Kap. V, 2) riihrt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicht genau 
auf die regulare Pracesaion abgepafst ist und dafs dementspreehend 
selbst beim Fehlen aller aufseren KrHfte die Figurenaxe im Raume im 
AllgemeLnen einen Kegel beschreibt. Die astrononiische Nutation da- 
gegen hat ihren Ursprung darin, dais auf die sich drehende Erde 
periodisch veranderliche Krafte einwirken, welche natiirlich eine in 
gleichem Zejtmafs erfolgende periodische Bewegung der Erdaxe be- 



iuuutu.il utu .tiij.ua/Ae. 



dingen. Indem wir an eitte in der gesamten Meehanik ebenso wiohtige 
wie bekannte Unterscheidung ankniipfen , konnen wir kurz so sagen: 
Die friikere Ntitation war eine freie, die jetzige ist eine erzwungem 
Schwingung. 

Die Ahnliehkeit beider Bewegungen, welche die gleiche ~WahI der 
Bezeichnung rechtfertigen rnoge, ist vielmehr nur Tunematisdwr Natur. 
In beiden Fallen handelt es sich um eine gegen die Periode der Pra- 
ceasion sehr kurze Schwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie betragt 2vtA/N, die der Pracession 
2xN/P (s. z. B. pag. 305, GL (13) raid (15)), das Verhaltnis beider 
Perioden ist daher die oft genannte Grofse AP/N 3 , die wir in der 
Regel als kleine Zahl (z. B. < 1/100) voraussetzen durften. Andrer- 
seits riihrt die astronomische Nutation von der Bewegung der Mond- 
knoten her, nat daher wie diese die Periode von 18% Jahren; die 
Periode der Pracession der Erdaxe wurde zu 26000 Jahren berecknet; 
das Verhaltnis beider Perioden ist daher aucli hier sehr klein, sogar 
< 1/1000. 

Una die Theorie der astronomischen Nutation an nnsere bis- 
herigen Betrachtungen anschlielsen zu konnen ; miissen wir zuuiichst 
unsere von Gaufs ubernoinmene Methode abermals erweitern. In ihrer 
ursprtinglichen Form dient diese Methode nur zur Berechnung der 
salcularen Storungen. Wir werden aber sehen, dafs sie bei geringer 
Modification auch die periodischen liefern wird. 

Forinulieren wir zunachst das Problem der Erdrotation in all- 
gemeinster Weise. Da haben wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der andereu Seite Sonne und Mond, die ihre als bekannt anzusehenden 
relativen Bahnen um die Erde besohreiben uyd dementsprecliend wecli- 
selnde A.nziehungen ausiiben. Die Gesamtheit der Anziehungswirkungen 
findet raan am einfacheten aus dem Anziehwigspotcntial durch Ableitung 
desselben nach den Koordinaten. Das Potential wird dabei ; wie iminer 
bei Storungsaufgaben, aus den relativen Lagen der fraglichen Korper uni&r 
vorlaufiger Absehung von den im Verlaufe der Reclmuny sdbsl zu fmdenden 
St'drungcn berecL.net. Da die Storungen sich. in der Regel im Verhaltnis 
zur Hauptbewegung als klein ergeben, wird hierdurch nur ein kleiner 
Fehler entstehen. Wollte man dugegen die gestorte Bewegung selbsfc 
bei der Berechnung des Anziehungepotentials zu Grunde logen, so 
wilrde man neben den aog. Storungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden allein abzielen, zugleich auch die , ; Storungen aweiter Ord- 
nung" ermitteln. Auch wenn man die letzteren zu kennen wunschte, 
wiirde sich immer ein schrittweises Vorgehen und eine vorlauiige Be- 
schrankung auf die Storungen erster Ordnung empfehlen. In unserem 
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f Falle haben wir unter der ungestorten Bewegung der Erde ihre gleich- 

f ! mafsige Rotation um die gegen die Ekliptik geneigte Figureuaxe zu 

'J i verstehen. 

$' I Dieses Potential V der Sonnen- und Mondanziehung auf die Erde 

] i wird man nun naturgemafs in nicht -periodische und periodische Be- 

,' i , standteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sonnenanziehung 

' ' YI werden zur Periode das Jahr ; die der Mondanziehung V z teils den 

'< i Monat, teils den Umlauf der Knoten etc. haben. Die harmonische 

> ' Analyse liefert ein allgemeines methodisches Mittel, um diese Bestand- 

/l teile von einander zu sondern. Bekanntlich findet man die Koeffi- 

> i zienten der trigonometrischen Reihe in der Form bestimmter 

" < grale. So ist der unperiodisclw Toil von Y^ gleich -jr I Y^ i 

1 *J 

, erstreckt iiber die Zeit ernes vollen Sonnenumlaufs. Diese Formel 

I lafst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise rait Masse 

-\\ belegten relativen Sonnenbahn. Es sei dm das Massenelement , welches 

l| wir auf dem mit der Geschwindigkeit ^ durchlaufenen Bahnelemente 

4\ ds anbringen. Da das Potential V^t) der ganzen Sonnenmasse m t 

s l entspricht, wird das Potential des genannten Masseneletuentes gleich 

"^.(0! se ^ n UI1 ^ ^ as g esam ^ e Potential der mit Masse versehenen 

Sonnenbahn I Y^dni. Damit tlberemstimmung herrscht zwischen 

i m it j 

diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 
schen Entwickelung, mufs die Massenverteilung so eingerichtet werden, 
dafs auf jedes Element der Bahn das Massenelement 

/-j \ -t < Vfl>+ Q/v 

(1) dm = -^r- 

kommt. Die gesamte auf der Bahn aufgetragene Masse ist hiernach 
genau die gesamte Sonnenmasse w^. Wir haben damit genau den 
ursprunglichen Gaufsisehen Ansatz. Wird iiberdies die Bahn als 
kreisformig, die Geschwindigkeit also als gleichformig vorausgesetztj 
so ist die Massenverteilung eine gleichformige. Dies war unser Stand- 
punkt bei der obigen Behaudlung der Pracession, welche in der That 
von dem konstanten oder durchschnittlichen Teile der Sonnen- mid 
Mondanziehung hernihrt. 

Betrachten wir nun die periodiscticn Teile. Indeni wir wieder anf 
die Sonne argumentieren, sei l\/n die betr. Periode, unter n eine 
ganze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrischen Entwickelung sind: 

(2) : 
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Wir fassen sie wieder auf als Anziehung der mit 
Sonnenbahn, wobei aber jetzt auf das Bahnelemeiu 

m i~~T~ sin ^ 3t ~T~ ' dt konmit, unter t und dt die Zeit resp. 
intervall verstanden, zu der resp. in dein das Element ds von 
Sopne durchlaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende ] 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auch gleich viel ; ,negative" 
verwenden miissen. Die Dichte ist, selbst bei kreisformiger Gestalt 
der Balm, nicht gleichftirmig sondern harmoniscli variabel. Die nach.- 
stehenden schemalisehen Figuren raogen diese Verbaltnisse im Falle 
n und n = 2 veraBSchaulichen. 
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Fig. 97. 

Die betr. auf den Erdkorper wirkenden periodischen Drehkrafte er- 
geben sich aus den berechneten trigonometrischen Koeffizienten durch 
Ableitirag nach den raum lichen Koordinaten und Multiplikation mit 

!^ m ' Sie werden Storunsren der Erdaxe von derselben Periode 

COB / ^ 

1 

T^fn hervorrufen. Auf die Berechnung derselben gehen wir hier nicht 
ein; sie kann uach dem Muster der weiter unten fiir die astronomische 
Nutation zu gebenden Entwickelungen erfolgen. Praktisch kommt von 
solchen Storungen nur diejenige in Betracht, welche die Periode TJ% 
hat, sowie die entsprechende von der Mondanziehung herrtihrende 
Storung von der Periode ^T 2 /2. Auch bei diesen Gliedern iibersteigt die 
Amplitude der Sclrwankung nur an einer Stelle den Betrag 1" (s. die 
Formelu am Schlusse des nachsten Paragraphen). Die Amplituden der 
iibrigen Glieder von den Perioden T , Tj/3, , T 2 , T 2 /3, sind so 
kleiii, dais sie selbst fiir die Bediirfnisse der astronomischen Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders diejenigen Storungen, welche die Periode des TJmlaufs der 
Moiidknoten besitzen. 

Sehen wir zunachst zu, wie sich bei ihnen unsere Methode 
gestaltet. 

So wie wir oben durch gleichzeitige Inbetrachtnahme samtlicher 
voa Sonne und Mond durchlaufen en Orter ihrer Bahnen den Sonnen- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indent wir uns die samtlichen 
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Orter rorstellen, die er be'i seiner Pracessionsbewegung einnimmfc, erne 
Mondringflache" erhalten. Diese dureh Rotation des Mondringes tn- 
die JSTormale der Ekiiptik entstehende Mondringflache ist ersichtlieb- 
oine doppelt iiberdeckte*) Kugelzone vom "Radius r. 2 und der Hohe 
2? 2 sin 5. Die beiden folgenden Figuren deuten die Massenverteilung 
in den Fa-Hen n = und n = I an ; mit der wir uiwere Mondring- 
flacbe ausznstatten haben. Es moge dabei ausdrdcldich nervorgelioben 
werden, dafs die Absicht bei der Einfiihrung unserer Mondringfiache 
uud der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das Gaufsische Yerfaliren flberhaupt verfolgt: den Sinn der 
Ilecbnungen an einem geometrischen Substrat zu veranschaulienen: die 
lleehmingen selbst werden dadurch im Gruude nieht vereinfackt, sondern. 
sind genau identiscb mit denjenigen, die wir auch bei rein analytischera. 
Vorgehen auszufiihren naben wiirden. 





a) Im Falle n = (sakulare Storung) ist die Massenverteiluag; 
so zu walilen, dafs auf jedes Element der Mondringflaclie eiae Maeae 
d(i kommt, die nach Anaiogie mit GL (1) gleicli ist dem Produkt aua 
der Masse des dies Element iiberstreiehenden Elemeutes der Mondriu.8f~ 

a 

fiache in das Verhaltnis dtjT, d.-h. isi das Yerhaltms der Dauer des 
Uberstreichens au der gansen Periode dor Mondknoten. Wir wollen 



*) Wir denkeo. uaa die Kugolzone &>pp<ilt viberdcvkt, d. h. aus zwei &h 
'bestch&'id, die langs ihres oberen und untorea Ran don znsaxaineti'haugen, wcil jede 
Rtelle der Kugelzone voa dem rotierenden Mondrin^e znw'mal iJbergtric-heu v/Ird, 
einmal von dem in Fig. 90 gezeichnefcen vordoren. da,s a,ndore Mai von dem in 
dieser Figur nicht angodeutetea hinteren Halbbogen. AJII einfaoheten wird die 
Vorstellang, -wenu wir, der Kugelzone else gewissc XOrperlichkeifc zusehrmbecci, 
die aufsere Oberfiaclie derselben als die eine, die innare Oberflache als die aadere 
Schale anffassen und festsetzen, dafs der Mondring in jeder seiner Lagen aaa 
oberen bez. unteren Rande der Kugekone von der oinen auf die andere Scbale 
ubertritt. Damit etelit die Wabl nnserer Kootdinaten a, /J im Einklange: wean. 
wir im Folgenden K und |J von bis 2ss integrieren, so iiberatreiclion wix damit 
jede Stelle der Kugelzone doppelt, also jede der bei den Schalen einmal; der 
einen Schale enfcsprecben dabei die Werte der Koordinaten ff/2 < < + /8 
, der anderen Schale die Werte +*/2<< + 8/a, 0</3<27r. 
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in der Ebene des Mondringes einen Winkel messen, indem wir etwa 
die Knotenlinie des Mondes OM (ygl. Fig. 99) als = rechnen; 
jeder Punkt P des Mondringes ist dann durch. den Centriwiukel 
= MOP charakterisiert. Andrerseits wollen wir den Winkel, den 
die Mondknotenlinio OM gegen einen willkurliehen festen Anfangs- 
stranl OA in der Ekliptik bildet, mit |8 bezeichnen; ty sei der Winkel, 
den die Knoteulmie der Erde mit dernselben Strahl OA bildet. Die 
Winkel a, /3 stellen dann schiefwinklige spharische Koordinaten anf 




Pig. 99. 

unserer Kugelzone dar, durch welcne die Lage eines jeden Punktes 
der Kugelflache n'xiert werden kann und durch welch e die Kugel- 
zone in parallelogrammatiBche Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse dp ist nun gleichzusetzen der Masse 
dea Mondringeleuaentes ; welches zu dem Winkel da gehorfc, namlich. 
m%dK/2rt f nmltipliziert in das oben genannte Verhaltnis dt/T, welches 
bei gleichformigem Urnlauf der Mondknaten gleich ist rf/S/SJar; man 
hat also 

(3) rfft- 



Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die sich aus dp durch 
Integration nacli a und /3 je zwischen und 2x ergiebt, ist natiirlich 
gleich der Masse des Mondringes m 2 . 

Die Dichte der Verteilung, d. h. die Masse pro Flacheneinkeit der 
J^ondringilache (zusammen Jr'iir beide Schale# gereckaet) ist, wie man 
aus der genoigten Lage des Mondringes leioht yersteht, nichfc gleich- 
fonnig angeordnet, sondern hauft sich an den liandern der Mondring- 
flache (fiir a = ih ^c/2) imondlich an, Langs der Breitenkreise ist da- 
gegen die Dichte konstant. In Fig. 98 a wurde versucht, diese Ver- 
haltnise durch die Starke der Seliraffierung anzudeuten, 

b) Im Falls n = 1 (periodische Sfcorung) isfc die auf der Mondring- 
fliaiche zu supponierende Massenverteilung auch Kngs der Breitenloreise 

Klein-Bonunorfeld, Kieiselbewagunf?, III. Anfi. 4$, 
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aicht gleichforinig, sondern harmonisch variabel. Es tritt namlich 
(vgl. die Formeln (2) fur die Koeffizienten der trigonometrisclien Reihe) 
zu der vorher bestimmten Masse der Faktor 2 cos ft bez. 2 sin /3 hinzu. 
Mitliin wird jetzt 

(4) *K-&ZP**dp. 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die wieder durch Inte- 
gration von dfi nach a und /3 zwischen und 2# gewonnen wird, 
ist jetzt gleich Null. 

Auch jetzt hauft sich die Dichte, die wir als algebraische Summe 
der au die Flaclieneinlieit beider Sclialen entfallenden Masse bereclinen, 
nach den Ilandern bin an und ist in benachbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleich.. In Fig, 98 b warden diese Yerhaltnisse 
teils dui-cb. die Starke der Scbraffierung, teils durch Beifugung der 
Vorzeichen angedeutet. 

Naclideni somit die Figuren 98 erlautert sind, bilden wir uns 
aus den gefundenen Massenbelegungen die zugenorigen Potentiale; 
und zwar soil das der Belegung (3) entsprecbende Potential U, die 
den Belegungen (4) entsprecbenden Potentiale w und w 2 beifsen (w zu 
cos^, w z zu sin/3 gehorig). Diese Potentiale sind nicbts anderes als 
die ersten Koeffizienten in der nacb der Mondknotenperiode fortscbrei- 
tenden Entwickelung des vom Monde auf die Erde ausgeubten A.n- 
ziebungspotentiales F 2 (^); letzteres driickt sicb namlicb durcb U > w l) w z 
sowie die Mondknotengescbwindigkeit N folgendermafsen aus: 

F s () == U -\- w cos N t -\- w^ sin N t -f , 
wofiir wir aucb abkiirzend scbreiben: 

W+ - ., T7 W eos Ni + w sinNi5. 



Das konstante Glied U gebort also zu dem Werte n = des Stellen- 
zeigers der Entwickelung ; das zeitlich veranderliche Glied W fafst die 
beiden zu dem Werte n = 1 des Stellenzeigers gehorigen Terme der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte von U konaen wir nicbts wesentlich Neues er- 
fabren, vielmebr miissen wir auf den scbon im ersten Paragrapben 
berecbneten Anteil des Mondes an der Pracessionsbewegung der Erde 
zuriickfallen. Wir fiibren diese afrchnung nur desbalb nodhinals durch, 
um uns zu iiberzeugen, dafs die fruber vernacblassigte Neigung der 
Mondbabn gegen die Ekliptik die Pracessionserscbeinung nur unwesent- 
licb beeinflufst. Aus dem Werte von W dagegen wird sicb die Er- 
klarung und Vorausberecbnung der astronomiscben Nutation ergeben. 
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a) Der Fall n = 0. Das Potential eines Elementes dp. der Mond- 
ringflache auf em Element dm des Erdringes ist, nnter f die Gravi- 
tationskonstante verstanden, fdpdm/r-, daner wird das Potential der 
ganzen Mondringflache anf den Erdring: 

/f \ TT < * * "^ ^"l 



ff<. 



Sind x, y,' bez. x z , y%, &% die Koordinaten eines Punktes des Erd- 
ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie friiher 

x^BcoBcp, y = E sin 93 cosO 1 , s = R sin 9 sin-iK 
Fallt ferner die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknotenlinie zu- 
sammen, so konnon wir } bezogen aiif das gleiche Koordinatensystem, 
schreiben: 



X r cos a 



= r 2 sin a cos 5, 



r s sin a sin 5. 



Diese Koordinaten entsprechen der besonderen Lage /3 = TJJ des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99). Bei beliebigem /3 bleibt der Wert von # 2 der 
angegebene, die Koordinaten x. 2) y% aber entstehen aus den vorstehenden 
Bach der iiegel der Koordinatentransformation , wobei als Drehwinkel 
der Winkel ft ty eingeht. Es wird namlich aUgemeingultig: 

a 

x' 2 = r 2 (cos a cos Q3 T/>) sin cos 5 sin (/3 ^)) , 
w == f (cos a. sin C/3 ^>) -f sin cos 5 cos (0 ^)) , 

i7ji \ ! ' ' ' 



Wir berecnnen uns hiernacn 



worm 5 bedeutet: 



(6) 



cos 9? (cos K COB (]3 $) sin a cos 5 sin(/3 ^). 
sin 9 cos d 1 (cos a sin Q8 ^) + sin a cos 5 cos (0 
-f sin 95 sin # sin a sin 5. 
Durch Bntwickelung nach Potenzen. von r s folgt 



Wir integrieren diesen Ausdruck nach dfi und dm, indent wir dp 
aus (3) eutnehnien und dm gleich dtp einsetzen. Znnachst wird 
fstUp - 0; ferner lietem von den Gliedern auf der reehten Seite von 
(7) das erste und dritte Beitrage zu nnserem Potential, die von den 



42 * 
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die Lage des Erdringes bestimmenden Winkeln & und if> frei siad. 
Da wir spater das Potential nacli diesen Winkeln zu differenzieren 
haben werden, fallen auch diese Glieder heraus. Wir schreiben daher 
die ersten. drei Glieder ebenso vie die hoheren Glieder der Entwickelung 
nicht hin und setzen: 



Man rechnet nun leicht aus, dafs 
fdajdpfdys* - ar 3 { (1 -f cos 2 ^) (1 -f cos 2 5) + 2 sin 2 0- sin 3 5}. 

Mithin wird, wenn wir noch fiir die Masse des Erdringes ihren Wert 
aus Gl. (1) von 1 einfiihren: 

U = I- f ^~^- { (1 + cos 2 ^) (1 + cos 2 5) + 2 sin 2 ^ sin 2 5 } . 

O r 2 

Das zugehorige Drehmoment auf den Erdring wird nun durch Diife- 
rentiation nach O 1 gefanden und laufcet: 



| _ A f r ~{l + cos 2 5 -2 sin 2 5} sin 0- 

- ^ ~f m * (C ~ A} {l - -~ sin 2 5} sinfr cos. 

Dieser Wert lafst sich unmittelbar mit dem im ersten Paragrapnen 
Gl. (2") fiir dasselbe Drehmoment abgeleiteten Werte vergleichen. Er 
unterscheidet sick von jenem, wie man sieht ; nur durch Hinzutreten 
des Faktors 

1-4- sin 8 5 = 1 0,012. 



Fiir die riunierisclie Rechnung spielt dieser Unterschied aber keine Rolle, 
sofern wir wie im ersteu Paragraphen nur die ganzen Sektindea der 
jahrlichen Praeession anzugebeu wiinschen. Deshalb wiirde die weitere 
Behandlung genau so wio dort zu erfolgen haben und wir konnen aile 
friiheren Resultate aach niit Riicksicht auf die Neigung der Mondbahn 
als hinreiohend genau bestafcigen. 

b) Der Fall n = 1. Auch hier gehen wir von der Forrnel (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter dp die durch (4) definierten M'assenver- 
teilungen veratehen und die ihnen entsprechenden Potentiale, wie verab- 
redet, w^ nnd w^ nennen. dm ist wie oben gleich 2 ~ dtp, fiir ist die 
Entwickelung (7) einzutrageu. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdriieken, die bei der Integration nach <p oder bei der spateren 
Differentiation nach <& und ^ verschwinden, schreiben wir: 



mw 8 JR* A O 

IT-- v J si 



*Vi i i v / *" "*" ** a tyA/n fj _T /> a i a 'i g i 

<} i u/ --o A. o BHiTiii '- ---/"'" I 



J* 
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Fiikren wir zunachst die Integration nach a und <p aus, so erhalten 
wir aus (6): 

d vjd <p s 2 = jK a { cos 2 (j8 - #) + cos 2 5 sin 2 (/5 </>) + cos 2 sin 2 (/? - ^) 

4- (cos & cos 5 cos (/3 V) 4- sin 0- sin 5) 2 } ; 

multiplizieren wir dieses mit cos /3 oder sin /3 und integrieren nach /?, 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welche nach Auflosung von 
sin (ft ~ #) von ungerader Dimension in ^ sind. Als einziger rticht- 
verschwindender Term bleibt librig 

2?r 2 sin ^ cos 0- sin 5 cos 5 / ^ ft cos (/3 - 

= 2 s sin ^ cos ft sin 5 cos 5 ^ ^ . 
Mithin wird: 



-. . - - . Kn p-O CQB , 

_ f __J_ sm ^ C o S ^ gin 5 cos 5 sin ^. 

Damit ist das Potential der Mondringflache fiir die beiden durch 
Fig. 98 b schematisch dargestellten Massenbelegungen oder r wie wir aucli 
sagen konnen, diejenigen beiden Koeffizienten der trigonometrischen 
Bntwickelung gefunden, welche zu Gliedern von der yollen Periode dea 
Mondknoten-Umlanfs gehoren. Die Summe dieser Glieder, welclie nach 
Verabredung W heifsen sollte, wird nun 



(8) W = -7- /' -^ sin # cos -9- sin 5 cos 5 

v / 4 / j^a 

Wir formen diesen Ausdruck ein wenig um ; indem wir einerseits die 
Definition von m (GI (1) von 1), andrerseits das dritte Keplersche 
Gesetz (Gl. (7') von 1) berucksichtigen und erhalten: 

(9) TT- ~ ~& (|?) * (C-A)Bm cos sin 5 cos 5 cos (N t - ^) . 

Aus dem Potential TF leiten wir nunmehr die Drehmomente ab, die 
auf den Erdring wirken. Da W sowohl von ^ wie von 1(1 abhangt, 
erhalten wir ein Drehmoment, welches um die Knotenlinie der Erde 
wirkt, durch Differentiation nach #, ein anderes, welches um die 
Normale der Ekliptik wirkt, durch Differentiation nach ^. EB ergiebt 
sich namlich 

dW 3 

OVV 3 7-j I 0-Jt,\ f f-l A\ . n ,, . K ft KA 

-TTT = -r -^^r ( m- 1 (C~A} am 2-9- sui 5 cos 5 

Oty 4 



sin 5 



Wir sehen uns nun vor das folgende Kreiselproblem gestellt: Die 
Erde steht iwter dem Einflufs der eben genannten Drehmomente; welches 



058 VDI. Abschnitt A. Astronomische Anwendungen. 

ist Hire Bewegung? Natuflich haben wir bei der weiteren Behandlung 
dieses Problems mcht- mekr, wie bei der Berechnung des Anziehungs- 
potentiales, von dem Erdring allein, sondern von dem gesamten Erd- 
korper zu handeln. 

Das hierinit definierte Kreiselproblem unterscheidet sich von alien 
friiheren Fragen in zweifacker Hinsiclit: einerseits ist zn dem Dreh- 
moment um die Knotenlinie, welches aucli im Falle des gewohnlichen 
sckweren Kreisels vorlag, ein solches um die ,,Vertikale" (liier die 
Normale zur Ekliptik) hinzugetreten. Andrerseits sind beide Dreb- 
momente nicht nur mit der Lage des Kreisels sondern aach mit der 
Zeit veranderlich. Das Zeitmafs dieser Veranderlichkeit bestimmt 
offenbar aucb das Zeitmafs, in welchem die Erde jenen Drehmomenten 
folgt. Wanrend also bei der in der allgemeinen Kreiseltheorie unter- 
suchten freien Nutation die Scnwingungsperiode durcb Massenverteilnng 
nnd Bewegungszustand des Kreisels selbst bedingt war, ist die Periode 
der jetzt zu besprecnenden. ertswungenen Nutation durcli den Wechsel 
der aufsereft Krafte vorgeSckrieben und stimrnt in unserem Falle mit 
der Periode der Mondknotenbewegung iiberein. 

Im Allgemeinen kann man sagen, dafs das Problem der erzwungenen 
Sdrwingangen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absieht, ein einfacheres ist wie das der freien Schwingungen, 
eben desnalb weil die Periode der Schwingungen niclit erst aus der 
Natur des schwingenden Systems erschlossen zu werden braucat, 
sondern von vornlierein bekannt ist. Wenn das Problem in unserem 
Falle etwas kompliziert aussiehi; ; so liegt dies nur an dem. zusammen- 
gesetzten Character der wirkenden Krafte. Ubrigens ist der Weg, den 
wir einscblagen werden, vorbildlich fur die Beliandlung jeder Art er- 
zwungener Schwingungen, falls dieselben hinreickend klein ausfallen. 
Den erzwungenen Schwingungen konnen sich allemal 'nock freie 
Sehwingungen iiberlagern, wovon wir indessen im vorliegenden Falle 
absehen diirfen, da wir auf die Moglichkeit solcher freier Schwingungen 
im nachsten Abschnitt ausftihrlich zu sprechen kommen. 

Mathematisch gesprochen bedeutet das Zuriickstellen der freien 
Schwingungen, dafs wir vms mit einem partikultiren Integral des vor- 
gelegten Bewegungsproblems begniigen wollen, namlich mit demjenigen 
Integral, welches rein periodisch im Zeitmafs des Kraftwechsels ver- 
anderlich ist nnd eben deshalb die erzivungene Schwingung heifst. 
Das allgemeine Integral entsteht hieraus dnrch Hinzufiigung der all- 
gemeinsten freien Schwingung, d. h. derjenigen allgemeinen Losung, 
welcne dem kraftefreien Falle entspricht, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durch lineare Differentialgleichungen festgelegt ist ? mit 
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einem gewissen Grade der Annaherung, wenn, wie ira vorliegenden 
Falle, die Differentialgleicbungen des Problems unter Vernachlassigung 
kleiner Grofsen auf Hneare Gleicbungen zuriickgeftihrt werden konnen. 
Bei der Bereennung der erzwungenen Schwingungen des Erdkorpers 
werden wir uns der Lagrangeschm Gleichungen in den Koordinaten 
& , ty, (p bedienen. Auf der recbten Seite dieser Grleicbungen steben 
die Komponenten der aufseren Kraft nack jenen Koordinaten, d. h. in 
unserem Falle: 

dW 



Der Ausdruck der lebendigen Kraft beifst bekanntlich 

G 



T 



und liefert: 



A 



dT 



8T 



8T 



+ (?' + cos 



C(<p' -f- cos <9 1 ^') sin &$ 



[cjj] 



Die Lagrangescben Gfteicbungen lauten nun: 

A.&" A sin O 1 cos & if/* -f- C (<p f -\- cos ft -^') sin & ty' 

j 

^(^sin a ^^ 



cos .(tp'+ cos 



wahrend die dritte Gleichung liefert: [O] = const. Da [0] = Cr ist, 
wo r die Umdrehungsgeschwmdigkeit der Erde um inre Figurenaxe 
und 2it/r die Dauer des Sterntages ist, so wird auch r konstant und 
mitnin die Lange des Sterntages durch die in Rede stehenden Mond- 
storungen nicnt beeinflulst. 

Wir fiihren die Winkelgeschwindigkeit r cp' + cos & ty' in die 
vorstelienden Grleickungen ein und scnreiben dieselben einfacner: 

A&" A sin & cos & ^ -f sin ^ rift' = 



Jetzt beriicksientigen wir, dafs die Winkelanderungen if/ und & er- 
fahrungsgem'afs aufserordentlich viel langsamer erfolgen und eine aufser- 
ordentlich ' viel kleinere Amplitude haben, wie die Umdrehung r, dafs 
daher r sehr grofs sein wird gegen <p' und -9-'. Dementsprecnend werden 
wir alle Glieder linkerband, welcbe nichfc r als Faktor besitzen, streicben 
und die vorigen Gleicbungen folgendermafsen vereinfacben: 
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C sin -9- r if> r = 
Csin&rfr' = 



Setzen wir rechterhand die Werte aus (10) ein, so ergiebt sich: 
w, 



" ' -t * fA r' ft ijUo 6 v / * . 

-^ sm 5 cos 5 -T~ - cos (N t - 
Cr em -O 1 v 



sin 5 cos 5 cos # sin (N t 



Or 



Hier konnen wir abermals eine Vereinfachung . eintreten lassen, ind 
wir auf der rechten Seite die in erster Naherung gefundeneu We: 
fur 4> und % (s. Q-l. (11) aus 1), namlicli ^ ^ + W* = ^ + 1 
0- . 23 27' 7" = -90 eintragen. Die Integration nack t lafst sicli da 
leicht ausftihren und liefert: 



(11) 



( ^ A m t pity v .a sin o" COB o v 


2 M+m t \Z'J Gr 
3 m, /2\*C ^ 


N v 
L sin 6 cos 6 


I * 2 Jf-j-w, \T 8 / ^ 


N v 



cos <0- cos (N t vt # ) , 

~- sin (N t v t ib n ] . 
am d n ^ ^/ 



/w diesen Gleiehwngen ist die theoretische Da/rstellung der astronomiseh 
Nutation gewonnen. Wie wir seh^n ist sowoH der Winkel ^ wie c 
Winkel 4' einer harmonischen Scnwankung uatenvorfen, deren Perio 
mit der der Mondknoten 2jc/H zusammenfallt. (Wir konnen namlj 
die Winkelgeschwindigkeit v der Brdknoten gegen die der Mondknot 
N okae Weiteres vernacnlassigen.) Um die numerischen Werte c 
Amplituden zu finden, welche bez. a und 6 heifsen mogen, berechn 
wir zunacnst: 



Feraer wird, wegen der friiher angegebenen Werte ; wenn wir dae Ja 
als Zeiteinheit uenmen: 



N 



^. = 82 = T = ~^- - 2 
also die Amplitude von -9- ; in Sekanden ausgedriickt: 

A _L ( 365 Vi) 8 ^^V* 0,087 0,917 360 - 60 - 60 Q ,, 

~~ 2 ' 83 ' "360%" ' (27%)* S06 2 ~ = 9 

Hieraus folgt 

t - 1,9 a = 17". 

Am Himraelsgewolbe bescbreibt die Erdaxe biernacb eiue kleine Ellipi 
die nach ibrem Entdecker die Bradleysche Ellipse heifst. Die groJ 
Axe derselben betragt a - 9,21"; sie ist nach dera Pole der Eklij 



4. ScMufsbemerkxmgen. Mondmasse und Erdelliptizitat. 661 

hingericktet. Die kleine Axe wird, wie eine elementargeometriscke 
tfberlegung zeigt, 6 sm# = 6,86". 

Wir wollen scklieMick die am Scklusse des ersten Paragrapken 
gegebene Darsfcellung der Erdaxenbewegung (Grl. (11) von pag. 643) 
durek Hinzuiugung von Nutationsgliedern vervollstiindigen. Sie lautet 
alsdann: 

ON f ^ = ^ + 50"* -f 17" sin (N* - tf ), 

(12) ^ 



4. Scblufsbemerktingen zum Problem der Precession und Nutation. 
Die Bestimrtrang der Mondmasso und der Blliptizitat dor Erde. 

Mit den biskerigen Korrektionen ist aber die Sache nocli lange 
iiicnt abgethan. Zanacbst kann man den Binflufs der Mondknoten- 
bewegung weitcr verfolgeu und Glieder vpn der Periode ~, ~ etc. 
borechnen. Die ersteren werden in der Praxis wirklicn beriicksicntigt ; 
obgleicla ilire Amplitnden nur den zelinten bez. funften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber ware die Excentrmt'at der Sonnen- und nament- 
lich die der Mondbahn und deren Apsidenbewegung zn beriicksichtigen, 
durch welche nicht nur die periodiscken Glieder 7 sondern auch der saku- 
lare Pracessionsterm beeinflufst wird. Die hieraus resultierende Korrek- 
tion der Pracessionsgescliwindigkeit betragt abermals weniger als 1", 

Ferner wollen v/ir bier nocbmals auf die oben besprockenen aber 
nickfc durcbgerechneten .Einfliisse hmweisen, welcke von der weckselnden 
Stelbing von Sonno und Mond in ibrer Balm herrukren und welcke 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondumlaufs kaben. 

Endlick ist zu bedenkeu, dafs alle Elemente, welcke in unsere 
Ilecknungen eiugekon, siiknlaren Anderungen unterworfen sind, so die 
Exzenfcrizitiit der Erdbahn, die Lage der ESkliptik am Fixstern- 
himmel etc. ; Anderungen, welcke man iiblicber Weise in eine nack 
Potenzen von t fortackreitende .Reike entwickelt. Hieraus folgfe ins- 
besondere, dala auck die Pracessionsgesckwindigkeit nickt cinfack der 
Zeit proportional ist, somlern ikrerseits durck iae Potenzreike in t 
dargesteilt wird. Allerdings ist eckon der Koeffizient von t s in dieser 
Reike imfsersfc klein, ca. lO- 4 -.!"; trotzdem geniigfc sein Vorkandensein, 
um Resultate, welcke sicb auf eine langere Reike von Jakren bezieben 
und nur aus dera ersten Grliede (yf) gezogcn sind, wie z. B. die aan 
Anfang dieses Abscknitt.es gegebene Berecknung der Periode von 
26000 Jakren, einigermafsen illusorisck ersckeinen zu lassen. 

Bei Berticksicktigung dieser versckiedenen Einfliisse werden die 
fiir difi Rfiwftffunef der Erdaxe wesentlick komnlizierter. Die 
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Pracession wird nicht mehr erne gleichformige, sondern wegen 
zuletzt genannten Verhaltnisse eine etwas beschleunigte oder yerzog 
sein. Aufserdem wird sicli der bister besprochenen hauptsaclilii 
Nutation eine Reihe sekundarer Nutationen, z. B. eine Nutation 
der halben Periode der Mondknoten, von der halben Periode 
Sonnen- und Mondumganges etc. iiberlagern. Um ein Bild von 
so entstehenden Formeln zu geben, setzen wir als Gegenstiick zu 
Naherungsformeln vom Schlusse des vorigen Paragraplien die folgi 
vollstandigere Beschreibung der Erdaxenbewegung her. Dieselbe 
mit Abandoning der Bezeichnungen dem Werke von Tisseran 
entnommen-, der Ursprung und die Bedeutung der einzelnen Tc 
wird nacli dem Vortergebenden klar sein: 

V ~ 50",37140 1 - 0", 00010881 1* 

- 17",251 sinN^H- 0",207 s 

- 1",269 sin ~~ - 0",204 sin - 

J-i -s 

'= 2327'32",0 + Q", 00000719 t* 

+ 9" ; 223 cos N t - 0",090 cos 2 N t 
+ 0" ; 551 cos + 0",089 cos 



Aucb diese volbtandigere Formel beanspnicbt nicht, exakt zu 
und darf ebensowenig wie unsere fruhere Darstellung auf beli 
lange Zeitraume ausgedennt werden. Ihr Zweck ist vielmehr nur 
unter den heutzutage giiltigen Werten der astronomischen Konsta 
die Vorausbestimmung der Lage der Erdaxe fur einen den Be< 
nissen des recbnenden Astronomen geniigenden Zeitraum. za ermoglic 
Andere Autoren**) geben noch liingere Formeln an. 

Zum ScMusse dieses Abscbnittes haben wir noch einen gewi 
Zirkelschlufs zu besprechen, den wir uns im Vorangehenden bei 
numerisehen Rechnungen zu Schulden Icommen lassen mufsten 
auf den bereits pag. 642 hingewiesen wurde. Es handelt sich um 
VerMltms Erdmasse zu Mondmasse M/m z und um die sog. Ellipti 
der Erde (vgl. wegen der Benennung 8 des vorigen Kap.), d. h. 
Verhaltnis (CA}/A. Wahrend wir im Vorstehenden gewisse Zal 
werte fiir diese Grofsen zu Grunde legten, urn daraus die Grofse 



*) 1. c. tome 2, 192, Grl. (in) und (n). tJbrigens haben wir zwei 
Tisserandschen G-lieder unterdriickt, welche im Vorateheiiclen keine Erklf 
gefunden haben. 

**) Z. B. Th. Oppolzer, BahnboBtimmnng der Kometen und Plar 
Leipzig 1870 und 1882, Bd. I, erster Toil. 
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Pracessionsgesckwindigkeit und die Amplitude* der Nutation 2 u be- 
rechnen, liegt m WirHickkeit die Sache so, daTs die zuverlaasigsten 
Zaklenwerte jener beiden Verkaltnisse eben aus der Beobacktung von 
Pracession und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logiscker 
Weise die Moglickkeit, die Pracession und Nutation vorauszuberecknen 
AuBerdem liegt auck noch die pnysikaliscke Voraussetzung zu Grande 
dafs man die Erde ftir die hier berechneten Wirkungen als starr an- 
sehen da,rf ? worauf wir ini folgenden Absennitt zuriickkommeiL 

Wir sahen oben, dafs sowonl in den tkeoretischen Ausdruck der 
Pracessionsgesckwindigkeit v (Gl. (6') von pag. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationsamplituden a und I (Gl. (11) von pag. 660) die 
beiden Grofsen (CA)/C und M/m, eingeken. Entnekmen wir also 
den Beobachtungen zwei moglickst genaue Werte, beispielsweise von 
v und a, so liaben wir zwei Gleickungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannfcen (C A^/G und M/m z . Man findefc auf solcke Weise 
als die keutzutage vertrauenswiirdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 



G 

Dem entsprechen die oben benutzten abgekurzten Zaklenwerte 1/305 
und 82. Fiir die sog. Elliptizitat ergibt sick mit derselben Nakerung 
(C-A)/A=* 1/304. 

tlbrigens stiminen. die auf anderen Wegen kierfiir erkaltenen Zablen 
(z. B. au8 der Gradmessung der Erde, aus den Storungen der Mond- 
bakn durch die Erde und der Erdbakn durck den Mond) mit den an- 
gegebenen Zahlen Boweit iiberein, als man es bei der grolseren Tin- 
sickerkeit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten kann. 



B. Geophysikaliselie Anwendnngen. 

5. Die Eulersclie Period der Polschwanktingen, theoretisohe 

Bekandlung. 

Es ist uns von friiker ker woklbekannt, dafs unter dem Einflufs 
der Schwere die reine Pracessionsbewegung des Kreisels einen Aus- 
nakmefall daratellt, dafs diese Bewegung im AUgemeinen von perio- 
discken Sckwankungen der Kreiselaxe iiberlagert wird, welcke aller- 

*) Vgl. Rncyklop d. Mathem. Wisa. VI, Art 17, TOD Bauschinger, Be- 
etimmung und Zusammenhang der asti-oaomischen Constanten Nr. 20. 
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dings bei hinreiehend starkem Eigenimpuls in der Regel unmerl 
klein. werden. Diese Scnwankungen wurden Nutatiorien schlecht 
genannt; wir Wei-den .sie jetzt zum Unserschied von den irn vor 
Abschnitt besprochenen Nutationen als freie Nutationen bezeich 
Aus der Zusainmensetzung dieser freien Nutationen mit der gl< 
formigen Pracession entstand unsere ,,pseudoregulcvre Prftcessim". 

Es dr'angt sicn uns nun die Frage auf: 1st die im yorigen 
schnitt berechnete Pracession der Erdaxe von Schwankungen begle 
welche nicht von den aufseren Kraften erzwungen sind,. sondem 
freien Scnwingungen des Systems darstellen? oder, kur^et ges 
1st die Rotationsleiuegung der Erde, wenn wir ton aEen erzwung( 
Scbwankungen absehen, eine regwlcvre od&r eine pseudoregulcvr& Process* 

Die Beantwortung dieser Frage erfbrderfc das Zusammehwi] 
von Theorie und Beobacttung. Wir geben zunachst die Tneorie. 

Das Wort Erdaxe ist zweideutig. Man bezeicnnet damit einen 
die Figurenaxe der Erde, d. n. diejenige Haupttragheitsaxe der 1 
welche ungefakr mit der Verbindungslinie von Nord- und Siidpol 
sammenfallt, aluo eine im Erdkorper feste Axe; andrerseita meint 
damit die augmUickliche Rotationsaxe der Erddrehung ; also eine Gei 
welche genau den instantanen Nord- und Siidpol verbindet und d; 
instantan im Ra/time fest ist. Dafs beide Bedeutungen nicbt zusamr 
fallen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erorterungen, 
denen wir zwischen Piguren- und EotatioiiBaxe wohl zu untersche 
haben. 

Die Bewegungen der Figurmaxe bei der pseudoregularen Praces 
wurden pag. 291 erortert. Sie wurden in den Winkela ^ und iff di 
die folgenden angenanerten G-leichungen bestimrtit (s. pag. 303, GL (] 



(1) 



cos = cos # + a ^in <9- sin 

. P , . a N . 



JNT 



*, 



wo ft durch die pag. 296 definierte Grofie n' sich folgenderms 
ausdriickte: 

J^sin^g N* ' 

Die ersten Glieder der reehten Seiten von (1) geben den Pracessi 
bestandteil der Bewegung und kommen fur das-Folgende nicbt in Betra 
Wir bemerken nur, dafs die Grofse P, die beim Kreisel gleich A 
war, im Falle der Erde durcn Pcos# zu ersetzen ist, wo P durch 
Ausdruck (a) von pag. 640 bestimmt ist. Die zweiten Glieder lie 
die freie Nutation und interessieren uns hier ausschliefslich. Sie 
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douten eine Ivreisfdrmige Schwingting (vgl. pag. 305), d. h. der Durch- 
schnitt der Mgurenaxe mit dem HimrnelsgewbToe besehreibt, wenn 
man von der Praeessionsbewegung und den, im vorigen Paragraphen 
betrachtoton orawungenen Schwankungen abaieht, einen kleinen E>eis 
am Himmel. Die scheinbare Grrofse des Radius betragt a und hangt 
von der Anfjingslage des Impulses ab, auf welche sich die Grofse ri 
in (H. (!') bezielit. ^ bedeutet die mittlere Neigung der Figurenaxe 
gegen die Normale zur Bkliptik walirend dieser Kreisscliwingung. Die 
Schwingimgsperiode t, d. b. die Zeit, in dei dex Kreis einmal durcb.- 
laufeB. wird, ist durch. die Gleichung bestimmt 



wo r, die Winkelgescbwindigkeit der Erdurodrehung, gleicb 2 divi- 
di(5rt durch. dio 1/ange des Sterntages ist. Nehmen wir letzteren zur 
Heiteinheit, so wird r = 2x und r^A/C. Die Schwmgungsp&riode ist 
also, da nur we nig grofser ist als A, ein wenig Meiner als ein 
riderisch&r Tag. 

Dies RoBultat war vorberzuseben. Wenn nainlicb die Pigurenaxe 
mit der Rotati.onsaxe nicbt zusammenfallt , wird erstere um letzfcere 
auf oinem Kroiskegel berumgefiibrt. Stande nun die Rotationsaxe 
vollig still, so wtirde die Periode genau einen Tag betragen;, wecbselt 
sic langsam ihren Plate, so weicbt die Periode nur wenig von einem 

Tage ab. 

Indeeflon lafst sicb die somit als moglicb nacbgewiesene nabezu 
ointaie Scbwankung der Figurenaxe durcb die Beobacbtung nicbt 
fostsfcellen, weil sicb die Beobachtung am Himmel notwendig auf den 
WecbBftl dor Rotationsaxe beziebt, Zu letzterer wenden wir uns jetzt. 
Daboi werdeii wir zu unterscbeiden haben zwischen dem Weclsel 
der Jlotationsaxe. gegen dm Jlaum und ibrem Wechsd rdativ gegen den 
FrtWrper Ersterer wird bestimmt durcb die Komponenten , x, $, 
l ft t-/.trr (lurch die Komponenten p, q, r des Drebungsvektors wekbe 
heido durch die GL (7) und (8) von pag. 45 mit den Uulerschen 
Winkclu 9 , *, in Beziehung gesetzt sind. Die * *,<> nd ifl 
Kocinlinatoii der Pnnkte der HcrpollwAie, die p, q, r die der PbAxfe 
Die Werte der ye, x, Q lauteten 

3t = & cos if) 4- y sin # sin $ , 

x = -9-' sin^ y sin cos i|>, 



?' -f 



aie boziehon sich nf em im Baume festes Koordinateystem .*, ,, , 



T; 
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dessen dritte Axe in unserem Falie mit der Normalen der Ekliptik 
zusammenfallt, (well wir von dieser aus den Winkel & messen), und 
dessen erste Axe der in der Ekliptik gelegene Strahl if) = ist (nach 
allgeineiner Festsetzung fiber die Messung des Winkels ifj). Es ist 
aber bequemer ein Koordinatensystem zu benutzen, dessen dritte Axe 
mit der mittleren Luge der Figurenaxe zusammenfallt, also gegen die 
Normale der Ekliptik urn den Winkel & geneigt ist. Die erste Axe 
des neuen Systems moge mit der ersten Axe des alten Systems uber- 
einstimmen. Bezeichuen wir die Koordinaten des Drehungsvektors in 
diesem neuen System mit %, 1; Q if so wird ersichtlich 



x 1 x cos -0' -j- Q sin & , 
QI x sin &Q + Q cos O-Q. 
Setzen wir aus (2) ein, so ergiebt sich 
-O-'cos-^ -f cp' sin& si 

(3) 



Nun ist zu beriicksichtigen, dafs nach (1) .9- & und ty, sowie 
die Differentiaiquotienten &' und ijj' kleine Grofsen sind; lassen wir 
aufserdem den uns liier nicbt interessierenden Pracessionsterna Pt/N 
fort, so werden alle jene Grofsen von der Ordmmg der Nutations- 
amplitude a. Wir konnen namlich, indem wir cos'8 1 entwickeln, statt 
(1) schreiben: 



^ , A 

a. , (N A Q. ,/ aN . (N \ 

m&& Q -tp ~ a cosl -.-HI sin-iKi/j r-sml-r-n. 

u \-A / 7 J. \J. / . 

ID den Gleichungen (3) sollen nur die Glieder uiedrigster Ordnung 
der kleinen Grofsen beibehalten werden. Wir setzen daher cos ^ = 1, 
sin ^' = i/>, sin O 1 sini^ == sin -8- i/j, 0-' sin T/> =-- etc. und erhalten: 

3ti == 'O' -(- o? sin. ^ i/^ . 



Des Weiteren bemerken wir, dafs cp f -{- cos & il)' nach den Glei- 
chungen (7) von pag. 45 gleich der Winkelgeschwindigkeit -r der Erd- 
umdrehung, also gleich 2jr ist, wenn wir wieder den Sterntag als 
Zeiteinheit wahlen. Die letzte Gleichung lautet daher ^ = 2^:5 in 
den beiden ersten Gleichungen diirfen wir direkt <p' == 2# nehmen, 
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Indem wir nun die Werte- von *, tf etc, aus (4) eintragen und 
Wftcksichtigen, dafs JV~ Cr - 2*C ist, erhalten wir schliefslich die 
folgpnde Darstcllung der Herpolhodie: 



(5) 



2 jc a - 



C A . ft C 
= 2na ~2 sin %n -j- 1, 



Wir erkennen hieraus: J>fe Rotatiomaxe leschreilt i m Raume einen 
Kreisfagel urn die EichUng unserer dritten Koordinatenaxe Q, d. h. urn 
die mlttlcrc Lag?, der Figurenaxe. Die Zeitdauer, in der s-ie dmen 
KreixkuQel tinmal durchlauft, ist wieder r = AJC. also weniy Kleiner 
wic. tin Htcrntag. 

Wir konnen auch sagen, dafs in der gleichen Zeit der Scimittpunkt 
der Itntutionsaxe mit dein Himmelsgewolbe einen Kreis durchlauft. Der 
HclK'inliaru Radius desselben, gemessen durcii denjenigen Winkel, unter 
dem (?r von der Erde gesehen. wird ; betragt (bei Vertauscbuug der 
trigonomotrischen Tangente rnit dem Bogen): 



Diosor Hiulius ist erheblich. kleiner wie der scheinbare Radius a, des- 
ji'iiigon KrciwcB, den der Scnnittpuiikt der Figurenaxe rnit dem Himmels- 
gowolbe licfidireibt. Wir fanden namlicli (vgl. pag. 663) 

((i) _.-. 305, also ^.A_-304. 

Die Hchwa-rikung der Rototionsaxe im Raume betragt also Jcaum den 
M)0 tfn Tc.il (Ic.rjenigen der Figurenaxe. Da sicli Him, wie wir sehen 
\vordmi, nus tlou BeobacMungen ergiebt, dafs die Winkelgrofise a hart 
an dor Grenze des Beobachtbaren liegt, BO wirrt sich die Winkel- 
grofae a ( ' ~~ A = a/ 304 der Beobachtung vollig entziehen. Man 
wird also fur alle pmktischen Fragen annehmen dtirfen, dafs die Rota- 
tionwhcc. im Jtaumc, vbllic) stille steht. 

Naliirlieh ist die obige Darsfcellung der HerpoDiodiekurve nicht 
vollig exaki, weil wir erstens kohere Grlieder weggelassen imd zweitens 
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die Pracessioneterme vernachlassigt haben. Hatten wir letztere mit 
berucksichtigt, so hatten wir statt des Kreises am Himmelsgewolbe 
eine gehr eng verscklungene Cykioide bekommen. 

Interessanter ist das Studium der Polhodie. Ihre Koordinaten 
p, q, r sind durch. die Grleiefomgen (7) von pag. 45 gegeben: 
p = 



q =~^' sin (f> -f- ^' sin -9 1 cos <p , 
/ = 9>' -f COB -9"^'. 

Die letzte Koordinate ist konstant, namlich bei unserer Wahl der Zeit- 
einbeit gleich. 2 a. In den beiden ersten Gleichungen setzen wir fiir 
O 1 ' tind V' die Werte aus (4) ein, scbreiben, unter Vernacnlassigung 
kleiner Grofsen hoherer Ordnung, sin^ = sin-O-Q, <p 

und ernalten: 

G G 



C 



C 



oder: 












Dies ist die gesuchte DarsteUwng der Polkodie. Sie zeigt uns, 
die Rotationsaxe auch im ErdMrper eivmi Kreiskegd besckrcibt und 0-war 
mn die Figwrenaxe der Hfrde. Der Wmkel an der Spifae dessdhen 
zwischen der Fignxenaxe und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Yer- 
tauschung der fcrigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 



,. 

A ' 

Dieser Winkel ist also C/(CA) == 305 mal groiser wie der ent- 
spreckende Winkel des Herpolbodiekegels. Die Zett, in der die liota- 
tionsaxe den Polhodiekegd einmal cktrchlauftf betragfc dabei Aj(C ^l)==304 
Sterntage oder rimd 10 Monafce. Diese Zeit Keifst die Eidersche Periodc 
oder der JSulersche Cyklus, weil bereits Enler*) die notigen tlieore- 
tisehen Yorarbeiten aur BerecKnnng dieser Periode geiiefert bat. 

*) Mechanica sivc motus scientia. Peterslaxirg 1736, dritter Teil, Kap. XVI, 
839 ff. Theoria motua corponun solidorum sou rigidortmx, Greifswald 1765, 
Kap. XH, 711, 717 -732. Der ntunerische Wert 304 scheint allerdings bei Buler 
noch rdcht yorzukonunen. 
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Naturlieb. sind auch die (Ueicliungeii (7) nicht ganz vollstandig, 
insofern wir bei ibrer Ableitung von. den Praceasionsgliedern abgesenen 
haben; wollten wir letstere mit beruckgichtigeri, so wurden zu den 
obigen Werten der p und g noch gewisse leicat angebbare Glieder 
von sehr kleinem Betrago und yon der Periode eines Steratages hinau- 
kommen. 

tJbrigens lassen sich die obigen Werte der jp und q audi un- 
mittelbar aus den Eulersehen (Heichirngen entnehmen, wenn man be- 
denkfc, dafs die in Rede stehende Bewegung eiiie freie Nutation ist, 
und dementsprechend bei inrer Berechnung von den aufseren Kraften 
(Sonnen- und Mondanziehung) abstrahiert. Die Eulersciien Gleicnitngen 
lauten dann (vgl. pag. 140) fur A = J8 und r == const. 2 it : 



und geben integriert (ygl. pag. 151, Grl. (6')): 

, .C-A t 
Srtt -t 

p -j- iq = c e A , 

Man braucht scbliefslich nur in einen reellen und imaginaren Teil 
aufzulosen ? um im Wesentlicken (namlich bis auf die abgeanderte 
Bezeickaung der Integrationskonstanten) die Gieiehungen (7) wieder- 
zufinden. 

Es ist niitzlich, diese Verhaltniase im Sinne Poinsots durcb. die 
Figur des Polhodie- und Herpolhodiekegels zu veranschauliehen und 
mit derjenigen Figur zu vergleich.en ? welche in gleicner Weise die 
Yerhaltnisse bei der (durcn Sonnen- und Mondanziehung erzwuiigenen) 
Pracession der Erdaze darstellt. Dies geecnelie in den Fig. 100 a und b. 

In Fig. 100 a (erzwungene Pracession) findet die BeTregung <1er 
Erdaxe um die Kormale der Eldiptik (N) in dem mehrfaeh genanaten 
ungefanren Zeitraum von 26QOO Jahren statt. Der Winkei an der 
Spitze des Herpolhodiekegels (eigentlich. Winkei zwischen der Normalen 
N und der Eotationsaxe, wofiir wir aber olane irgend einea Fenler auch 
den Winkei zwiscbeii der Normalen N und der Figwrenaxe nekinen 
konnen) betragt 23y s . Die Offnung dea Polhodiokegels vnirde pag. 49 
berecbnet uad nach GL (2) daselbst gefundeu zu sin 23% / 365 26 000 
= ungefanr ; 01"; die Eleinlieit des Polhodiekegels wurde a. a. 0. durch 
die Angabe veranschaulicht, dais er auf der Erdoberfiaehe einen um 
den. Nordpol besckriebenen Kreis von. nur 27 cm Radius ausscaneidet. 
Wir haben also einen siemlich weiten Herpolhodi<ekegel imd einen oMfserst 
spiteen Polhodiekegd. In Fig. 100 a konnten wir Qaturlicn niclit an- 
naherad das wirkliche quantitative Yerhaltnis beider Kegei zuni Aus- 

. III. Aa.0. 4g 
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druck bringen; vielmehr 1st der . Polhodiekegel verhaltnismafsig : 
10 6 mal zu breit gezeichnet. Wir haben uns vorzustellen, dafs der 
der Erde feste und an der Erdumdrehung teilnehmende Polhodiek* 
sich in einem Tage ? von F aus gesehen entgegen deni Uhrzeigersii 
einmal umdreht und dabei ohne zu gleiten im Innern des Her] 
hodiekegels abrollt. Wegen seiner aufserordentlichen Kieinheit dui 





Pig. 100 a. 



Pig. 100 b. 



mifst er den Mantel des Herpolhodiekegels erst in 26 000 Jahren einr 
Der Sinn des Abrollens ergibt sich aus dem Umdrehungssinne 
Polhodiekegels und erfolgt in der Figur von rechts ilber vorn n 
links, also von N gesenen im Uhrzeigersinne. 

Wir betrachten nun Fig. 100 b (freie Nutation). Die Bewegi 
findet hier um die mittlere Lage der Figurenaxe statt (die in 
Figur vertikal gezeichnete Grerade OF , im Gegensatz zu der aug 
blicklichen Lage der Figurenaxe OF}. Der Winkel an der Spitze 
Polhodiekegels betragt nach Obigem a-^, der des Herpolhodiekej 

Q ^ 

a ~2~-'-, das Verhliltnis beider wurde gleicli 305 gef'unden. Jetzt 
also der Heryolliodiekegd erheblich spitzer ivie der Polhodiekegel; a.ucli 1 
konnte das zahlenmafsige Vernaltnis beider Kegel in der Figur ni 
zum richtigen Ausdruck gebracnt und mulsto der Herpolhodiekegel ^ 
haltnismarsig viel zu stumpf gezeiclmet werden. Nach unseren Form 
liangt die absolute Grofse der Kegeloffnungen von der Grofse a 
iiber die nur die Beobachtungen AufscHuis geben konneu. Wir s 
also euistweilen fiber die wirkliche Gestalt von Polnodie- und Her] 
hodiekegel i m Unklaren und haben daher in Fig. lOOb dem Polho< 
kegel etwa diejenige Gfrofse gegeben, wie sie dem Herpolhodiekegel 
iig. lOOa zukommt. In Wirklichkeit wird, da die Beobachtunj 
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einen aufserst Heinen Wert von a ergeben, auch der Polhodiekegel 
aufserst spitz und der Herpolhodiekegel dementsprechend noch, 300 rnal 
spitzer. Fig. 100 b. kann darter nur eine grobe qualitative Veran- 
schaulichung der Yerhaltnisse gebeu. Wir miissen uns nun vorstellen, 
dafs der relativ weite Polhodiekegel , der den engen Herpolhodiekegel 
umfafst, mit der Greschwindigkeit der Erdumdrehung rotiert und dabei 
ohue za gleiten auf dem Herpolhodiekegel .abrollt. Der Drehsinn des 
Polhodiekegels ist wieder, von F gesehen, dem Uhraeigersinne ent- 
geg&ngesetzt. Daraus folgt, dafs das Abrollen, von F Q aus gesehen, 
eb onfalls wrigegen dem Uhrzeigersinne erfolgt. Die Beruhrungslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowohl im Raume 
wie in der Erde dar. Sie lauft im . Raume in etwas weniger wie, 
einem Sterntage um. Wenn. namlich die Beruhrungslinie nach ein- 
maliger Durchmessung des Herpolhodiekegels wieder in ihre ursprung- 
liche Lage auf dem Herpolhodiekegel (OA der Figur) zuriickgekehrt 
isfc, beiindefc sie sich in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polhodiekegels, die wir erhalten, indem wir den auf dem Pol- 
hodiekegel gemessenen Bogen AB gleich dem Umfange des Herpol- 
hodiekegels im Abstande OA von machen. Der Strahl OA, als 
Erzeugende des Polhodiekegels betrachtet, ist infolgedessen noch nicht 
in seine Anfangslage zuruckgekehrt; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsaxe auf dem Herpolhodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strahl des Polhodiekegels einrnal umlauft, 
welche ihrerseits gleich einem Sterntage ist. Auf dem Polhodiekegel 
andrersetts lauft die Eotationsaxe crheblicJi langsamer um. Da sie 
nlimJich wahrend eines Sterntages um wenig mehr als das Sttickchen 
A 13 auf dem Polhodiekegel im Sinne der Erddrehung vorgeriickt ist, 
dauert es eine erhebliche Anzahl von Sterntagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polhodiekegels durchmessen hat. Diese Anzahl wurde 
oben als Eulerscher Cyklus bezeichnet und gleich 304 gefunden. 
Nach der Figur in Ubereinstimmung mit unseren obigen Rechnungen 
wird das Verhaltnis zwischen der Umlaufszeit der Rotationsaxe in der 
Erde und derjenigen im Rauine gleich dem Verhaltnis des Umfanges 
des Polhodiekegels zu dernjenigen des Herpolhodiekegels, in gleichem 
Abstand von der Spitze der Kegel gernessen. 

In unseren Rechnungen sowohl wie in unseren Zeichnungen haben 
wir aus guten Griinden die Behandlung der erzwungenen Pracession 
von. der der frcien Nutation abgesondert und die erzwungenen JSTuta- 
tionen iiberbaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
schen Vorstellungen begleiten kb'nnte). 

In Wirklichkeit findet natiirlich eine IFberlageruug dieser verschie- 
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denen Bewegungen und damit eine tfberlagerung der Formehi und in ge- 
wissem Sinne eine Uberlagening der Figuren statt. Leider yerliert die 
Poinsotsehe Vorstellung der abrollenden Kegel fur eine derai-tige aix- 
sammengesetzte Bewegung ihren Haupfrrorzug, den der unmittelbareia. 
Anschaulichkeit Wollten wir uns namlich Pracession und Nutation io. 
eincr Figur darstellen und durch ein Paar abroUender Kegel verwirfe- 
lichen, so mufsten wir den Herpolhodiekegel mit aufserordentlieli 
kleinen und kurzen Wellungen versehen, in welche entsprechende 
WeHungen des Polhodiekegels eingreifen. Fttr das anschauliche Ver- 
standnis des Vorganges wird hierdurch aber nichts gewonnen. 

Schliefslicli gehen wir iin Interesse der folgenden Diskussioneii. 
yon dem uns numnekr bekannten Polhodiekegel bei der freien Nutatiow. 
zu demjenigen Kreise iiber, den der Polhodiekegel auf der Erdober- 
flacke ausschneidet. Wir unterscheiden den Durchschnitt der Rota- 
tionsaxe mit der Erdoberflache, den ?; instantanen Erdpol", von dem 
Durcnschnitt der Figurenaxe mit der Erdoberflache, dem ,,geomei!rischeii 
Erdpol". Unser Kreis ist der geometrische Ort des instantanen. Pols, 
sein Mittelpunkt fallt mit dem geometrischen Pole zusammen. Naefa. 
der vorangehenden Theorie miissen wir erwarten ; dafs der instantane 
Pol den geometrischen Pol in der Periode des Bulerschen Cyklus, also 
etwa in 10 Monaten, eininal im Sinne der Erdrotation umkreist. Der 
Tom Erdmittelpunkte aus gesehene Radius dee KJreises betragt naclz 

Obigem a-j- 

Wir werden im folgenden Paragraphen dariiber zu berichten haben, 
in welcher Weise sich eine derariige Bewegung des kwtantanen Pols 
in den Beobachtungen der Polschwankungen bemerkiicli macht. Uber- 
schlagen wir hier nur noch die Chancen der Beobachtungsmoglichkeitj, 
so sehen wir, dafg diese jetzt viel giinstiger liegen, wie yorher, wo 
es sich um den Nachwois der raumlichen Bewegung der Rotationsaxe 
handelte. Denn erstens ist die Periode der Bewegang des instaiitaneiL 
Pols and zweitena ist ihre Grofse ca. 300 mal so grofB ; wie die Period 
und Grofse derjeuigen Bewegung, welche der Scknittpunkt der Eotatione- 
axe am Himmelsgewolbe ausfuhrt. Obschon also, wie wir bemerkteu, 
die frthere Bewegung unmerklich war, BO braucht es darum uicht die 
jetzige zu sein. 

6. Der Fsohweis dr Polsehw&saktuagen durek dio 
die Okandlersojie Period. 



la der Beobachtung werden sich die im vorigen Paragraphen ala 
moglich nachgewiesenen Polschwaskungea durch ein VeranderHehkeife 
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der Breite des Beobachtungsortes verraten. Ob man dabei die Breite 
als geograpliisclie .(Komplement desjenigen Winkels, welchen die Lot- 
lime des Beobachtungsortes mit der Rotationsaxe der Erde bildet) oder 
als geocentrisehe (Komplement des Winkels, den die Verbindungslmie 
des Beobachtungsortes und ds Erdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einschliefst) definiert, ist gleichgultig. In beiden Fallen handelt es 
sich um den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde variabeln Rotationsaxe. Je nachdem sich. die letztere bei ihrer 
Bewegung dem Beobaehtungsorte nahert oder sich von ikm entfernt, 
wird die Breite des Ortes abnehmen oder wachsen. 

In der That sind nun Breitenschwankungen, welche sicb nicht 
durch Beobachtungsfebler erklaren liefsen, schon friiher zu wiederholten 
Malen vermutet worden, so von Peters (1842) und Nyren (1871) 
an der Sterawarte Pulkowa, von. Clerk Maxwell an den Greenwicner 
Bepbacktungen aus dem Jahre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Scnwankung hielt sicb. in den Zebnteln einer Sekunde, die Angaben 
uber die Periode waren widersprechend. Zur Sich.erh.eit erhoben wurde 
das Vorbandensein von Breitenscnwankungen aber erst durcn die be- 
sonders genauen Beobachtungen von Kiistner an der Berliner Stern- 
warte aus dem Jabre 1885. Auf die sehr ausfiihrlichen Arbeiten, in 
denen Chandler*) das gesamte vorfiegende Beobachtungsmaterial einer 
eingebenden Diskussion unterzog, kommen wir unten zurilck. 

Neues Licht wurde auf die ganze Frage geworfen, als im Jabre 1891 
eine astronomiscbe Expedition nach. Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgescbickt wurde, 
welche mit gleichzeitigen Beobach.- 
tungen in Berlin verglichen wur- 
den. Honolulu liegt ungefdhr auf 
dem entgegengesetzten Meridian 
(171 westlicb) von Berlin. Wenn 
nun die Breitenschwankungen wirk- 
lich ihren Grund in dem Wechsel 
der Rotationsaxe der Erde haben, 
ao mttssen sie sich an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetztern Sinne 
aufsern (vgl. Fig. 101): die Breite in 
Berlin rnufs zunehmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin mufs mit einem Minimum in Honolulu zusammenfallen etc. 
Wie vollstandig sich diege Erwartimg bestatigt hat, zeigen die beiden 




Pig. 101. 



*) Aakonomical Journal Vol. XI, XH, XV, XIX, XXI, XXH (1801-1902). 
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folgenden Diagramme *) (Fig. 102); in iimen bedeutet die Abscisse die 
Zeit wahrend der Jahre 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab- 
weiehung der geograpnischen Breite von ihrem mittleren Werte an, 
in einem Mafsstabe, der aus den angeschriebenen Zahlen ersichtlich ist. 
Die Amplitude der Schwankung ist, wie wir seben, fur beide Stationen 



t891,O a 

0'3 




Berlin 



o'o 



-0:3 



Honolulu 

Fig. 102. 

ungefahr gleich; sie liegt zwischen 0",2 und 0",3; vor altem aber 
senen wir: die Phase ist filr beide Stationen genau entgegengesetzt. 
Durch letztere Thatsache ist aufs augenfalligste dargethan, dafs die 
Breitenschwankungen iJvren Grund in Umlagerungen der Rotationsaxe 
haben, dafs also diese Axe relativ gegen den Erdkorper gewisse Be- 
ivegungen aMsfuhrt. 

Offenbar geben zwei anf entgegengesetzten Meridianen gelegene 
Stationen^ wie Berlin und Honolulu, mir erne Komponente der Bewegung 
wieder, die Komponente nach der dureh beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen warden zur vollstiindigen Kenntnis der Be- 
wegungen zwei Stationen geniigen, deren Meridiane etwa einen recliten 
Winkel bilden. Wenn menrere seiche Stationen, insbesondere auch 



*) Wir entnehmen dieselben den Verhandlungen der 1895 iu Berlin ab- 
gehaltenen KonfereiiK der internal Erdmessung, Berlin 1896, Tafel 4. 



auf entgegengesetzten Meridianen gelegene, zur Verfiigung stehen, so 
werden ihre Resultate sich gegenseitig kontrollieren konnen. 

Pig. 103 stellt die Lage der Beobachtungsorte dar, auf welche 
sich die von der permanenten Kommission far Internationale Erd- 
messung angeregte Festlegung der Polschwankungen stlitzt. Die hier ver- 

N 



W 










Fig. 103. 



zetchneten sects Stationen liegeu auf dem gleichen Breitekreis von 39,8 
und siad von der Konferenz der Internationalen Erdmessung zu Lausanne 
1 896 ausgewahlt. Die Anordnung der Stationen auf einem Breitenkreise 
bietet den Vorfceil, dafs iiberall dieselben Sterne beobachtet werden konnen, 
dafs mithin die Polbewegung abgeleitet werden kann, unabhangig yon den 
angenommenen Dekliuationen der Sterne. Das gesamte Beobachtungs- 
inaterial wird in Potsdam verarbeitet und fortlaufend von dem Central- 
bureau der Internationalen Erdmessung veroffentlicbt. Dem Bericbte*) 
von 1916 entnehmen wir die Figur 104, welche die Beobachtungsergeb- 
nisse von 1900 bis 1912 zusammenfafst**) 



*) ReBultated.mternationalenBreitendienafces, Bd. V v. B. Wannac-h, Berlin. 1916. 
**) Bei der Bearbeitung des neuen M&teriala fiir diese Auflage bin ich von 
meinem Freuiide R. Em den freundlichst uriteratutzt worden. A. Soinmerfeld. 
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Dieue Figur stellt den Weg des Poles in dem genatmten Z 
raume dar. (Die Polbewegung von 1890 bis 1900 ist in der erst 
Auftage dieses Buches in gleicher Weise dargestellfc nnd analysu 
worden.) Die eingeschriebenen Zahlen bedeuten die Daten (Jahre u 
Jahreszehntei), auf welcbe die Beobacbtungen samtlicher Stationeti rec 
zierfc wurden. Der mittlere Fehler der einzelnen Koordinate des iasts 
tanen Poles wird . zu 0,03" angegeben. Dieser verbaltnismafsig klei 
mittlere Pehler wird aber nur dadurch erzielt, dafs zur Ableitung jed 
Koordinate eine grofse Zahl von Einzelbeobachtungen herangezog 
wurde, die selbst einen viei grofseren niittleren Fehler habeu. D 
Ursprung des benutzten Koordinatensy stems entspricht der mittler 
Lage des instautanen Poles oder wie wir aucb sagen konnen, dem ge 
metrischen Pol. 



Bahn des Rotationspoles 1 900- 
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Vergleichen wir nun diese Pigur mii der vorangehenden Theorie 
der Poischwankungen. 

Da fallfc zunachst ins Auge, dafs die Polbahr. keinem ein- 
fiichen mathematischen Gesetze mit Genauigkeit geniigt, dafs sie 
emen scheinbar znfalligen Charakter hat und vielfach gestort 1st. 
Es sind bei 'der vorliegenden Frage offenbar nicht mehr die ein- 
facben Verhaltnisse der Himmelsmechanik maisgebend, sondern wir 
beiiriden uns hier bereits auf dern versch'lungenen Gebiete der Geo- 
physik. Nach der abstrakten Theorie des vorigen Paragraphen 
sollte die Bahukurye ein Kreis sein; davon ist in Wirklichkeit nicht 
die Rede-, in Wirklichkeit bildet sie komplizierte Spiralen, deren 
8ohloifenweite in einem nahezu sechsjahrigen Zyklus zu- und abzu- 
nehmen scheint. Auch werden wir bald eine Reihe Storungeii kennen 
lernen, welche die Polbewegung beeinflussen, 

Dagegen. ist zu betonen, dafs der Sinn der Polbewegung durchweg 
mit dem von der Theorie geforderten Sinne der Erdnmdrehung iiber- 
einstimmt. Diese Regelmafsigkeit tritt erst in dem hier dargestellten 
Zeitraume in voile Erscheinung, in welchern (vgl. S. 189 der cit. Arbeit 
von B. Wannach) auf die Auswertung der Beobachtungen nach der sog. 
;? Kettenmethode' f verzichtet wurde. (DasKiuiura-Glied, dessen Deutung 
friiher viel Schwierigkeiten verursacht hatte, tritt bei dieser Art der 
Bearbeitung iiberhaupt nicht auf.) 

Was nun die Amplitude der Polschwankung, d. h. den Radius- 
vektor der Polbahn betrifft, so betragt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa 0,4", im Mittel 0,2". Die in den Formeln des vorigen 
Paragraphen unbestimmt gebliebene Grofse a wiirde hiernach ira Mittel 
gleich YG" zu setzen sein. Auf der Erdoberflaqhe ergiebb sich hieraus 
als mittlere Entfernung c des geometrischen und des instantanen Poles etwa: 

e =- a X Erdradius 



! _ 2 1Q7 
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circa 6 m. 



Die oben genannte aechsjahrige Veranderlichkeit der Amplitude zeigt 
skh in der Figur zweirnaJ, in den Jahreri 1900 bis 1906 einerseits mid 
den Jahren 1906 bis 1012 ajidrerseits. Sie wird sich vermutlich 



in 



herausstellen als eine Schwebungserscheinung, narrilich als Interferenz 
zweier Schwingungen (vgl. un ten) von der Different YgJahr. 

Das Hauptinteresse konzentriert sich indessen auf die Frage nach der 
Periode der Polbewegwig. Hier zeigt sich eine zunachst iiberraschende 
Abweichnng von der Theorie, die urn so bemerkenswerter ist, als sie 
durchaus gesetzmafsig zu sein scheint, Wahrend namlich die Theorie 
eine Periode von ungefa.hr 10 Monaten verlangfc, ergibt die Prfifung 
von Fig. 104 erne Periode von etwa 14 Mooaten. Wir verfahren ; 
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roh, aber fiir unaere Zwecke hinreichend 
4immen die Anzahi der Umlaufe wahrend des 
ndem wir beispielsweise die Durchgange des 
Meridian und den Paralle kreis abzahlen; wir 
jh den Meridian sowie den Parallel. Wahrend 
hat der Rotationspol somit 10 Umlaufe aus- 
ie iauer ernes Umlaufes betragt daher 

~ - 14,4 Monate - 432 Tagen. 

Wahrend wir also die Eulersche gehnmonatliche Periode vornufinden er~ 
warten, werden wir durch die Beobachtungen auf eine wesentlich langere 
Periode hingewiesen. 

Das Verdienst, die hier hervorgetretene langere Periode entdeckt zu 
haben, gcbiihrt dem amerikanischen Astronomen Chandler. Chandler 
pruffce in den schon zitiertenumfangreichenArbeitenreinrechnerisch ohne 
theoretische Voreingenommenheit das gesamte Beobachtungsmaterial der 
Breitenschwankungen von 1840 bis 1891 und wurde dabei auf eine 
Periode von 427 Tagen ca. 14 Monaten gefuhrt, eine Periode, welche 
seitdeto im Gegensatz zur Eulerschen die Ghandlersche heifst. 

Ohne zunachst auf die theoretische Erklarung dieser Periode ein- 
zugehen, wttnschen wir uns durch blofie Diskuesion der in Fig. 104 
niedergelegten Beobachtungen ein Bild davon zu verschaffen, wieweit 
die Polschwankungen durch die Annahme einer 14-monatlichen Periode 
dargestellt werden konnen. Wir werden dabei nicht das aufserst miih- 
same und grundiiche rechnerische Verfahren von Chandler benutzen, 
sondern ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = x + iy der Vektor vom Koordinatenursprung nach dem 
augenblicklichenOrte des in stantanen Poles. Wflrde dieBewegung des Poles 
vollstandig durch eine Periode von der Lange t t erschopft, so konnten 
wir einfach schreiben 

. . 2 iti -- -*ni - 

(1) w *=* ae *i -f- a e * 5 

ware die Bewegung iiberdies eine reine Kreisbewegung, so wlirde von 
den beiden Konstanten a und a' die eine (sagen wir a) verschwinden; 
gleichzeitig wiirde dann die andere a durch ihren absoluten Betrag 
den Radius des Kreises bestimmen, auf dem die Bewegung stattfindet. 
Wir konnen aber sogleieh, den Fall einer allgemeineh elliptischen Pol- 
schwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie a als im allgemeinen 
nicht verschwindende komplexe Grofsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit der Fig. 104 zeigfcunmittelbar, dafs diese Darstellung 
durch einePeriodenichtausreicht. Wirmachen daher denallgemeinen Ansatz 
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(2~) iv w ae *t 4- 'c r 4- &e r * 4- &'e ra 4- , 

V.' I " | w |l^v | , 

indem wir versuchen, die.wirklich beobacbtete Bewegung durcb "Dber- 
lageruug zweier (oder mehrerer) Schwingungsbewegungen darzustelleu. 
Es ist sebr leicht, einen Bestandteil von bekannter Periode aus dem vor- 
liegcnden Gesamtbilde der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecke nach Gl. (2) 
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wo c und c ebenso wie vorber & und b' unbekannte komplexe Konstante 
bedeuten. Werin also in der Polbewegung aufser r v nocb eine weitere 
Periode r a steckt, so mufs sicb diese in der von der Periode t t befreiten 
Different iv (+1 . w t gerade so auspragen, wie die Periode r t in w selbst. 

Um die oben abgeschatzte Chandlersche Periode von 14,4 Monaten 
reiner heraus7Aiarbeiten, nehmen wir zmiacbst r l 1 Jabr, eliminieren 
also alle zu erwartendeu meteorologiscben Einnuase^ die durch eine jahr- 
liche Periode dargestellt werden konnen. Am e.infaebsten bestimmt man 
die Difterenz w tJ . f w t durcb die folgende grapliisclie Konstruktion:*^) 
Man vergleiche den Ort des Poles fiir den Zeitpunkt 1905 init dem- 
jenigen fiir den Zeitpunkt 1906. Die Verbindungslinie boider Orte giebt 
uus nacb GrOlse, Richtung und Sinn den Vektor w +7 , w i fiir t= 1905. 
Es ist also nur notig, diese Strecke etwa durch Parallenlineale aus Fig. 104 
in eine neue Figur (105 a) zu iibertragen. Wir erhalten so einen vom Ko- 
ordiaateriursprung dieser neuen Figur auslaufen den Vektor, von dem nur der 
Endpunkt markiert und durcb die Zahl 1 905 bezeicbhet ist. In gleicber Weise 
verfabren wir rait den beiden Orten 1905,1 und 1906,1 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105 a eiueri Pnnkt, der der Differenz w t + 1f w t 
fur t =.1905,1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbahn in Fig. 104 eine neue Polbabn ab, die von dem 
jahrlichen Grliede der Beweguug befreit ist. Diese abgeleitete Pol- 
bahn wird, wie man sieht, regelmafsiger als die ursprungliche. Um 
die Figur meht zu verwirren, ist die abgeleitete Polbahn nur fiir den 
Zeitraum von 1905 bis 1911 gezeichnet worden. 

Wir beniitzen zunachst Fig. 105 a, um die Chandlersche Periode 

*) Dieses graphischc Verfabren diirl'fce neu und ffir manche ahnlichen 
Palle niitzlieb. sein. EB wnrde in der ersten Auflage diesea Bxiches auf die 
damals voiiiegenden Polbahnen 18901900 atigewsvuclfc und ist ins Analytische 
ubertragen von B. Wannach I. o Wir halten hier an dem ursprilngHchen 
graphischen Verfahreo feat, da daaeelbe sich. durch Anachaulichkeit eiupfiehlt. 



680 



VIII. Absohnitt B. Qeophysikalische Anwendungen 



genauer festzulegen. Wir konnen die Zeifc des Durchganges der Polbalm 
durch. die Nord-Siid- oder Ost-Westrichfcung aus der Figur bequem uud 
auf 0,01 Jahr genau entnehmen. Z. B. sind. die Durcbgangszeiten durch 
die Eichtung Ursprung : -> Osfc 

1905,44; 1906,64; 1907,83; 1909,10; 

Balm des Rotationspoles naeh Abzug der Periode r l = 1 Jahr 

19051911. 
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Die Differenzen betragen 1,20; 1,19; 1,27 Jahre. 
Beniitet man auf diese Weise das gesamte von 1900 bis 1912 vorliegende 
Beobachtungsmaterial, so erhalt mannach Wannach eine Ckandlersche 
Periode roa 1,178 Jahren 430 Tagen. 

Balin des Eotationspoies nack Abzug der Periode, t =1,178 
Jahre. 19051910,8. 
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in bester tfbereinstimrnung mit unserer obigen Abschatzung von S. 678. 
In Fig. 105 a 1st ferner ein Kreis mit dem Radius R = 0,167" punktiert 
eingezeichnet. Er stellt nach Wannach 1. c. 'die mittlere Grofae der 
freien Nutation in dem Beobachtungszeitraum d&r. Wir koztnen ihn den 
,,idealen Chandlerschen Kreis" nennen. 

Bahn des Rotation spoles nach Abzug der Perioden 

Jahr. 19051909,8. 
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Nachdem nunmehr diese Chandlersche Periode mit geniigender Ge- 
nauigkeit ermittelt ist, konnen wir auf die urspriingliche Pig. 104 zu- 
ruckgehen und aus ihr diese freie Chandlersche Schwingung eliminieren. 
Wir erhalten dadurch ein Bild der erzwungenen Schwingung und 
daraus einen Anhaltspunkt zur Abschatzung der storenden Krafte. In 
erster Linie erwarten wir Storungen von jahrlicher Periode, entsprechend 
den meteorologischen Einflttssen auf der Erde. 

Fig. 105 b zeigt uns, wie weit dies zutrifft. Diese Figur ist eben- 
so konstruiert wie Fig. 105 a, nur dafs jedesmal zwei Punkte miteinander 
verglichen und durch den in Fig. 105 b dargestelltenRadiusvektorverbunden 
sind, die urn die Zeitdifferenz von 1,178 Jahren sich unterscheiden. Es 
sind also beispielsweise in Fig. 104 die Punktepaare 1905,0 und 1906,18 
Oder 1905,1 und 1906,28 geradlinig verbunden und in Fig. 105 b vom 
gemeinsamen Ursprung aus tibertragen. 

In der Tat tritt nun in Fig. 105 b die vernmtete jahrliche Periode 
dadurch deutlieh in Erscheinung, dafs entsprechende Punkte, die um ein 
voiles Jahr auseinanderliegen, mehr oder minder nahe zusammenge- 
drangt sind. Z. B. liegen die vollen Jahresanfange in einem Winkelraum 
von 90 in der ungefahren Richtung NW. Die Punkte, die den halben 
Jahreslangen entsprechen und in der Fig. mit 5 bezeichnet sind, liegen, 
wie es sein raids, diametral gegeniiber, etwa in der Richtung SO vom 
Urep range aus. Besonders dicht haufen sich die Punkte, die zu 0,6 Jahren 
gehoren; ihre Reprasentanten liegen in der Figur nahe der 0-Richtung; 
ahnlich die Punkte 0,7 usf. 

Wir sehen also, dafs in der von der Chandlerschen Periode befreiten 
Figur die jahrliche Periode deutlieh in Erscheinung tritt. Die ganze 
Figur stellt offenbar den erzwungenen Teil der Polbewegung dar. Wir 
weisen insbesondere auf den Mafsstab hin, der dieser und der vorigen 
Figur beigegeben ist. Er zeigt, dafs die Ausdehnung dieser Figur abso- 
lut genoramen halb so grofs ist als die der vorigen. Das will heifsen; 
die freie Chandlersche Schwingung bedeutet den Hauptteil 
der Polbewegung; nach ihrer Elimination schrumpft die 
Polbahn auf die Halfte zusaiamen. 

Fig. 105 b lehrt iiberdies, dafs die erzwungene Bewegung des 
Pols durchaus nicht rein periodisch verlauft, dafs vielmehr der jahrlichen 
Schwingung Schwingungen anderer Perioden oder unperiodische Be- 
wegungscomponenten iiberlagert sein miisflen. Um iiber diese Auf- 
schlufs zu erhalten, haben wir unser Verfahren nochmals zu wiederholen. 
Wir eliminieren namlich aus Fig. 105 b nunmehr die jahrlicbe Periode 
oder, was genau zum gleichen Resultat fiihren mufs, aue Fig. 105 a 
die Chandlersche Periode. Da das Verfahren genau dasselbe ist, wie 
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vorher, konnen wir sogleich das Eesultat angeben. Es ist in Pig. IOG 
dargestellt. Die neue Figur macht den Eindrack aufserster Unregel- 
mafeigkeit. Ee komtnen tJberschneidungen, Zacken und am Ende de 
Zeitraums riicklauiige, d. h. im Uhrzeigersimie erfoigende Bewgu M gs- 
phasen vor. Die jahrliche Periode ist natiirlich verschwunden, wie 
z. B. aus der gesetzlosen Verteilang der vollen JahreszaWen iiber die 
ganze Figar bin ersehen werden kann. Weitere Perioden lasser* 
sich nictit sicher erkennen. Die absolute Grolse der Figur ist ge~ 
geniiber der vorangehenden noch etwas weiter reducirt, zumal wenn. 
man von den ausnahraBweise grofsen Elongationen urn die Mitte des 
Jahres 1905 und urn das Jaar 1907 absieht. 

Indem wir alles Vorangehende zusammenfassen, konnen wir sagexi : 
die Polbahn erscheint zusammengesetzt aus: 1. der Chandlersclien Periode 
von 14,4 Monaten, 2. der Periode von 12 Monaten, 3. einer Summe von 
Teilbewegungen, die .sich vor der Hand nicbt weiter auseirianderlegen 
lassen und die wir als Folge unregelmaisiger Storungen aufzufassen 
geneigt sind. Von der zehnmonatlichen Eulerschen Periode isfc iiberhanpt 
nichts zu bemerken. Sie scheint verlangert und auseinandergezogen zts. 
sein in die vierzehnmonatlicne Chandler ache Periode. Den Grand 
far diese Yerlangerung werden wir im uachsten Paragraphen 2su unter- 
suchen haben. 

Was insbesondere das Hauptergebnis dieser Betrachtungen, die 
14-monatliche Chandlersche Periode betrifft, so scheint diese auck 
noch eine gewisse Stiitze durch die Erscheinungen der Ebbe und Flui 
zu finden. Es let klar, daTs eine Uiulagenuig der Botationsaxe wegen 
der veranderten Centrifiigalverhaltnisse der Erde die Bewegung der 
Oceane beeinflnssen mufs und dafs eine periodische Urolagerung der 
Eotationsaxe eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus vors der- 
selben Periode zur Folge haben mufste, vorausgesetzt, dafs der Emfiufs 
auf letztere genftgend stark ist Die Herren. van de Sande Bak- 
huyzea*) nnd Christie **) gkuben diese Voraussetzung bejahen imd 
in den hollandischen bez. amerifcamschen Flutbeobachtangen eme^ 14- 
moiiatliche Variabiiitat von einigen cm. nachweisen su konrtcn. 

Zusammenfassend schliofsen wir also aus den mitgeteilten Beobach- 
tungen namentlich zweierlei: erstens dafs PolschwaBkungen zweifollos 
konstatiert sind, dafs also der Erdpol nicht mehr als ^der ruhende 
Pol in der Erscheinungen Flucht" angesehen werden kana, zweitens, 
dafs die Polschwankungen nicht diejenige einfaohe ^esetzmafsigkeit 

*) Astronom. Nackr. Nr. 8361, 
**) Bulletin of the Phil Soc. of Washington 1895, vol. XII, p. 108. 
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und nameutlieh nicht diejenige Periode haben, die wir nach den 
Erorterungen des vorigen Paragraphen erwartet haben wurden. 

7, Die Erklarung der Chandlersehen vierzennmonatlichen Periode 
und die Elastiaitat der Erde. 

Bekanntlieh darf die alte Streitfrage, ob das Erdinnere feuerflttssig 
oder feat sei ; lieutzutage als in dem Sinne entschieden gelten, dafs 
&ich das Erdinnere, im grofsen und ganzen genommen, wie oin fester 
Korper verhalt. Man wird dabei, damit es sick nicht um einen blofsen 
Streit um Worte handelt, die Benemmngen fliissig und fest zu defi- 
nieren haben und wird sagen: fliissig soil ein Mittel heifsen, in.dessen 
Innereni unter gegebenen. Umstanden relative Verschiebungen der Teile 
in merklichem Mafse vorkommen konnen, fest ein Mittel, in dem 
solehe" Versehiebungen unmoglich sind. Man kann es daningestellt 
sein lassen, ob im letzteren Falle die Verschiebbarkeit der Teile durch 
eine Art elastischen Zusammenhaltes, (durcli Festigkeit im gewohn- 
liehen Sinne), oder durcli einen besonders nohen &rad yon Yiscositat 
hervorgerufen wird: auch eine Fllissigkeit von liinreichender Viscositat 
(z, B. Asphalt) verhiilt sich gegen aufsere Einwirkungen von nicht zu 
langer Dauer merklich wie ein fester Korper und zeigt keine be- 
deutenden Verschiebungen ihrer Teile gegeneinander. Wir konnen im 
Anschlufs an eine in der englischen Litteratur gebrauchliche Aus- 
clruoksweise von effelcliver Fcstiglceit sprechen, um damit ein Yerhalten 
zu bezeichnen, welches unter gegebenen Umstanden dem ernes festen 
Korpere von bestimmtem Elastizitatsgrade analog ist. 

Dagegen soil mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, nichts liber 
seinen sonstigen phjsikalischen Zustand ausgesagfc werden. Dieser diirfte 
bei don aufserordentlidien Temperaturen und Drucken, die im Inncrn der 
Erde hen-schen, VOTJ aUem abweichen, was wir sonst von flflssiger oder 
fester Konstifcution wissen. Schon in Laboratoriumsversuchen lassen sich 
gowisse kritisohe Zustande schaffen, bei denen die Aggregatzustan.de 
steiig ineinander ubergchen; der Zustand des Erdinneren Hegt aber 
weit jenaeita jeiier kritiechen Grenzen. Der richtige Standpunkt wird 
offenbar der sein, deu Zustand des Erdinneren nicht nach gewagten 
Analogies und Extrapolationen aus Laboratoriurnsversuchen voraus- 
zusagen, sondern ans dem ihatsachlichen Verhalfcon der Erde, wie es 
sich z. B. bei don Polsdrwankungen zeigt, auf den diu-chschnittlichen 
oder effektiven Zustand sariickauschliefsen. 

Auch soil mit der Berechnung eines bestiminten ElastizitJitsmoduls 
nicht behauptet werden, dais die Erde durch und dnrch die Beschaffen- 
iteit ernes Korpers von der betr. Elastizitat habe. Vielmehf kann man 



Kleia-Sotasiiorfsld, Kreisolbewegtua^. III. .' >'.fi. 
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als die heutzutage wahrseheinliehste und herrschende Ansicht diejenige 
bezeichnen, wonach die Erde inhomogen konstituiert 1st, namlich aus 
einem dichteren und festeren Kern (Eisenkern) und einer weniger dichten 
und nachgiebigeren Schale (Gesteinsmantel) besteht, welche beide durch 
eine nicht sehr ausgedehnte Schicht eines zahniissigen Magnaas von 
einander getrennt werden (vgl. die unten zu nennende Theorie YOB 
E. Wiechert). Auch die Moglichkeit einer solchen Inhomogenitat 
wtinschen wir dureh das Wort , ; efl:ektive" Elastizitat oder Festigkeit 
einzuschliefien. Der zu berechnende Elastizitatemodnl bedeutet algdann 
den Wert desselben ffir einen homogenen elastischen Korper, welcner 
sicla hinsichtlich der hier in Frage kommenden elastischen Wirkungen 
ebenso verhalt wie die wahrscheinlich. inkomogene Erde. 

Wir beabsichtigen nicht, auf die Diskussionen iiber das Erdinnere 
naher einzugelien, sondern neben nur einige Punkte aus der Mstorischen 
Entwickelung herror*). Im Interesse der Theorie des Vulkanismus 
haben die G-eologen seit altersher fur das feuerfltissige Erdinnere 
pkidiert. Der erste, der sich mit wissenschaftlichen Griindeh dagegen 
ausgesprochen hat, scheint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersuchte die Pracession und Nutation, die eine mit Fliissigkeit ge- 
ftillte Kugelschale zeigen wiirde ; und fand, dafs eine solche sich er- 
heblicH anders als die Erde verhalten wiirde. Die spateren und tiefer 
gehenden Untersuchungen Lord Kelvins***) ergaben, dafs die Beweis- 
ftihrung von Hopkins mangelhaft war und dafs auch seine Resultate 
m wesentlichen Punkten zu berichtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kugelschale. eine abgeplattete ellipsoidische Schale betrachtet, zeigt er, 
dafs sich fcei votlig starrer Schale in den schnelleren Nutationen (der 
halbjahrigen und namentlich der halbmonatlichen ygl. pag. 651), nicht 
aber in der Pracession und in der 18%-jahrigen Nutation eine Differenz 
zwischen Beobachtung und Rechnung ergeben wiirdef), dafs dagegen bei 

*) Wegen toftherer Angaben vgl. die Daratellung in Kap. 15 des vorziiglichen 
popuUir-wiBBenschaftliclieii Werkea von G. H. Darwin, The Tides, London 1898, 
deutsche Ausgabe von A. Pockels, Leipzig 1902, oder die jiingst erschienene 
Kosmische Physik von Sw. Arrhenius, Leipzig 1903. 

**) Researches in physical geology, Philosophical Transactions London E. 
Soc. 1830, 1840, 1842. 

***) Mathematical and Physical Papers, Bd. 3, art. 46 vgl. inshesondere 2138, 
zusammettgefafst in Popular Lectures-, Bd. 3, pag. 238. . 

t) Hiermit hangt eine Bemerfcung Lord Kelvins xusammen, die wir an 
Modeljen der Q5ttinger matheraatischen Sammlung besfciltigt haben: Ein Kreisel, 
dessen Schwuugmasse durch ein mit Pliissigkeit gefulltes abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid ersetafc ist, verhalt eich, in Umdrehung um seine Axe versetzt, anf 
horizonialer Unterlage stabil und fiihrt seine Pracessionsbewegung aus, ahnlich 
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einer einigermafsen nachgiebigen Schale alle jene Erseheinungen so ver- 
laufen konnten., wie es der Wirklichkeit entspricht. Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Annahme: niissiges Erdinnere in 
starrer Schale ; eine Annahme, die ja aueh aus physikalischen Grunden 
unhaltbar ist, da wir kein Material kennen, das als diinne Schale aus- 
gebildet vollig unnacligiebig ware. Andrerseits aber wird die Annahme: 
fliissiges Erdimiere in naehgiebiger Schale, durch die Erschemungen 
der Ebbe und Flut widerlegt. Eine diinne Erdkruste von der elasti- 
schen Nacbgiebigkeit der tins bekannten Materialien wUrde namlich 
dem deformierenden Einflufs der Gezeitenkrafte fast ebenso willig folgen 
wie das Wassei* "der Meere. Dann aber gabe es unter dem Einflufs 
jener Krafte keine relative Bewegung des Wassers gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Auf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sich der unmittelbaren Wahrnenmung entziehen wiirde. 
Somit bleibt nur die Annahme einer im Durchscnnitt eJffektiv-festen 
Erde ubrig (fest im Sinne der vorausgeschickten Erklarung). Mit 
dieser Annanme ist das Vorhandensein peripherischer Hoblraume, die 
mit einer Art Flussigkeitsmagma ausgeftillt sind, oder aucb. das Vor- 
handensein einer ringgum ausgebikleten fliissigen Scliicht durchaus ver- 
tragiich, falls letztere nur ira Verhaltnis zu deni effektiv-festen Erdkerne 
wenig ausgedehnt und hinreichend zshe ist, wodurch nicht nur den 
Bedfirfnissen der geologischen Theorien, sondern nach Schweydar 
(vgl. nacbste Seite) auch den Ergebnisaen der Pendelbeobachtnngen 
Rechnung getragen werdon kann. 

Dafs die Erde zugleich eifektir starr sei, soil damit nicht bebanpfcet 
werden. Schon Lord Kelvin*) hat versucht, den Grad der elastischen 
Nacligiebigkeit des Erdkorpers auf Grund der thatsachlichen Hohe der 
Fluten abzuschatzen. Wiihrend, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Haujptsache fliissigen, also vollig nachgiebigen Erde die Fluthohe sich auf 
Null reduzieren mtifste, wird bei jedem endlichen Grade von elastrscher 
Nachgiebigkeit die Fluthohe einen gewissen Bruchteil dorjenigen Hohe 
betragen, die sich auf einer vollig starren Erde ausbilden mxifste. 

wie ein Kreisel ans festem StolF; (iiber den Verlatif der kflrzeren Nutationen geben 
die Beobachtungen an unserem Modell keinen deutlichen AufBchluls). Dagegen 
erweist sich ein Kreisel, dessen Sch-wnngmasBe ana einem mit Flilseigkeit gofiillten 
verlangcrlen Ellipsoid bosteht, unter denselben Verlialtnissen ala ganyJich Inbil. 
Da die Erde ein abgeplattetes Eotationsellipsoid 1st, so vereteht man, dais sie in 
ihren Priicessionsbe-we.gungen von denen einee durchaus festen KOtpera auch dann 
nicht wosentlich abweichen wurde, wenn sie mit 'Flussigkeit geiullt w2,re, voraus- 
gesetzt, dafs die Erdkruste, so wie -wir es ohne merklichen Fehler von unsexem 
Modell voraxissetzen diirfen, absolut starr ivslre. 

*) Thomson und Tait, Natural Philosophy II, art. 843. 
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Kelvin schatzt von hier aus die Nachgiebigkeit der Erde kleiner al 
diejenige des Grlases und etwa gleich derjeuigen des Stables. Eine] 
sehr viel scharferen Anhalt fur eine derartige Schatzung werden wi 
im Folgenden kennen lernen, wo wir uns zur Erkl'arung der Chandler 
sclien Periode wenden. 

Es 1st das Verdienst von S. Hewcomb*), erkannt zu haben, dal 
die Periode der freien Nutationen mit dem Grade der Nachgiebigkei 
des Erdkorpers zueammenhangt. Die Eulersclie Periode von 10 Monatei 
entspricht der Annahme volliger Starrheit; zu jedem endlichen Elasti 
zitatsgrade dagegen berecbnet sicli eine davon verscbiedene und zwa 
langere Periode. Uingekehrt lafst sich der CbandlerBcben Periode eii 
bestimmter Elastizitatsgrad zuordnen, bei welcber die Periode der freie] 
Nutationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten annelime] 
wtirde. 

In . der Litteratur sind diese Verhaltaisse zuerst in einer A 
beit von S. S. Hough**) unterBueht; in allgemeiner und vertieft 
Form ist das Problem iieuerdmgs von W. Schweydar***) behande 
Wir werden die fraglichen Resultate hier auf einfacherem Wege gewtnne 
indem wir an einen Satz aus Kap. VII, 8 (pag. 607) anknftpf'er 
Dorfc wurde bereits die Dauer der freien Nutation oder, was daaselb 
bedeutet, die Periode der kraftefreien Pracession fiir einen deformii 
baren spharoidischen Kreisel berechnet, unter der Annahnie, dafs lediglie] 
die elastischen Widerstande den durch die Centrifugalwirkung der Uirs 
drehung verursaciiten Fornianderungen entgegenwirken. IDiese An 
nahme trifft bei emein Korper von den Dimensionen der Erde nicli 
zu, weil hier auch die gegenseitigen Grravitationswirkungen der Teilche: 
wesentlich zu beriicksichtigen sind. 

Wir mussen daher Einiges fiber diese Gravitationswirkungen un 
iiber die Art, wie sie sich mit der Wirkuug der elastischen Kraft 
zusamniensetzen, vorausschicken. Wir ordnen die folgenden Erorte 
rungen in eine Eeihe Yon Einzelproblemen. 

Erstes Problem. Eine homogene, incompressible Flussigkeits 
masse steht unter dem Einfluf der gegenseitigen Grravitation ihrer Teil 
uud wiirde im Euhezustande eine Kugel vom Radius 11 bilden; sie wir 
in Rotation urn eine foste Axe versetzt; die Winkelgeschwindigkei 

*) Monthly Notices Astr. Soc. London (1892), Bd. 52, pag. 886 und Astj 
nojtnical Journal Bd. 11, 12, 19, 

**) On the Rotation of an elastic Spheroid, Philos. Transactions E. S< 
London (1896) Bd 187, pag. 3J9. 

***) Vero'ffentliehimgen dea geodatischeu Instituta in Potsdam 191219] 
and Zentralbureau der intern. Erdmeasung 1921. 
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. Bine mogliche Grleiehgewichtsform der Fliissigkeit 1st dann ein 

lattetes Umdreirangsellipsoid, welches die Rotationsaxe z\ir Sym- 

eaxe hat (Mac Laurinsches Ellipsoid). Die Elliptizitat desselben 

unter der Annahme , . dajs dieselbe Idein ausfdllt, durch die Formel 



die Gravitationsbeschleunigung an der Oberflacne imserer Fliissig- 
jedeutet. 

3en Verhaltnissen der Erde entsprechen die folgenden in Metern 
sekunden ausgedrtickten Zahleiiwerte: 



24- 60-60 



231 



iei der Ableitung der Gl. (1) konnen wir ; wenn wir uns nicht 
ie (tibrigens sebf bekannten) Formeln fur das Potential eines 
oides berufen wollen, xnit Vorteil an unsere friihere Vorstelhmg 
Brdringes" ankiiupien. Ebenso wie friiher die feste Erde ersetzen 
etzt unsere ellipsoidische Flilssigkeit durch eine Kugel (Radius 
asse M) und einen in der Aquatorebene des EDipsoides gelegenen 

(Radius JR, Masse m). Wie wir in 1 dieses Kapitels sahen, 
las Gravitationspotential der Kombination Kugel + Ring in eineni 
en Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnung einachliefslich 
dem Potential irgend einer ancleren Massenverteilung von den 
en Haupttragheitsmomenten. Die TragheitsHiomente unserer Fliissig- 
lasse um die Rotationsaxe (#-Axe) bez. um zwei dazu senkrechte 

(y- und #-Axe) seien C, A, A. Unter der Ellipfcizitiit verstehen 
ie fruher das Verhaltnis *) 

_ *?_"" 4. 

_ _ __ - 

fasse m des Binges 1st nach Gl. (1) von 1 folgenderinafsen zu 



n: 



) Neben dieaer DefiDition kommt in der Litteratur die folgende vor: 



lie grofse, & die kleine Axe des Ellipsoides bedoutet. Man uberzeugt sich 
mit Riicksiclit auf pag. 600, dafs fur eine homogene Massenverteilung diese 
ion bis auf hohere Potenzen von s- mit der xuiarigen ubereinstimmt. 
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2 

wobei wir fiir A den Naherungswert A M.W eingefiihrt haben, 
der das Tragheitsmoment einer Kugel Tom Radius It bedeutet. 

1st r der Abstand eines beliebigen aufseren Punktes P yom Mittel- 
punkte der Flussigkeitsmasse, so wird das Potential von Kugel und 
Ring in P 



die Integration erstreckt ' iiber den Umfang des Ringes. Dabei be- 
deutet s abnlich wie pag. 639 die Abkiirzung 



rE 



wo , y, z die Koordinaten von P, $', y r , z' die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die ##-Ebene durcb. den Punkt P und die #i/-Ebene 
dnrcb den Ring,, und nennen den Winkel zwiscben OP und OX, 
so wird 



und daber 



It cos^p, ;*/'= JR sing? 



0, 



s = cos cos g). 
Die Potenzentwickelung der Quadratwurzel liefert abnlicb wie pag. 639: 



und die Ausfiihrung der Integration 



(4) 



Daber wird das Potential der Anziehmig, wenn wir fiir w den Wert 
(3) eintragen: 

- T/ f HJT I A i 4 . 3 -R* / 2 ri 2 

V= f M { -- \- - --- h -T-*-T (cos 2 -- 

' \ r 6 r ' 6 r* V a 



Wir sucben den Wert von V fiir die Qberflache der Flu0sigkeitsn)asse ; 
deren Gleicbung wir sebreiben diirfen: 

(5)- r-E(l + *(co8 2 0-4)), 

(vgj. Gl. (2) von pag. 601 , wo wir fiir den dort definierten niittleren 
Radius m den Naherungswert H nehmen). Wegen der Kleinheit von s 
konnen wir 



T)) 
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schreiben. Diesen Wert tragen wir in das erste Glied des Ausdrucks 
fur V ein; ferner diirfen wir in den folgenden mit E behafteten und 
daher als Hein zu behandelnden Gliedern des Potentials direkt r *- E 
setzen. Es ergibt sich so: 



Die. Oberflache der rotierenden Fliissigkeit mufs eine Flache kon- 
stanten Druckes sein. Daraus folgt nach den Grundsatzen der Hydro- 
dynamik, dais auch die potentielle Energie der auf die Masseneinheit 
der Flussigkeit wirkenden Krafte iangs der Oberflache kon&tant sein 
mufs. Diese Krafte sind die Gravitation einerseits und die Centrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist ; ftir die 
Masseneinheit berechnet, in einem beliebigen Punkte des rotierenden 
Ellipsoides: 

U = -g- as 8 (x 2 -(- y 2 ) Y C)2 *" 2 cos2 , 

also insbesondere in der Oberflache des Ellipsoides, wo naherungsweise 
r = E ist, mit einer kleinen formalen Abanderung: 

(7) ^7=y0 2 J2 2 + -~cD 2 J? 2 (cos 2 0--|-) ; 

Damit die Stimme F-f U anf der Oberflache der Fliissigkeit einen 
konstanten, d. h. von unabhangigen Wert erhalt, ist es iiotwendig, 
dafs die Faktoren von fcos 2 6~--j in (6) und (7) entgegengesetzt 
gleich sind. Dies liefert die Grleichung: 



woraus sich ergiebt: 

5 
~~ ~4 fW ' 

Fflhren wir nocli die Gravitationsbeschleunigung g an der Oberflaehe 
unserer Fliissigkeitsmasse ein, niimlich g = fM/E* (niiheruugsweise), 
so erhalten wir direkt den oben angegebenen Wert s i aus Gl. (1). 

Gl. (1) ist von Clairaut gegeben und bildet erne Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt nach Stokes voraus, dais 
die Aquipotentialflachen der Gravitationskraft allein und ebenso die der 
Schwerkraft allein annahernd spharisch sind. 

Bekanntlich bezeichnet man diejenigen Funktionen von 0, die in 
Gl. (4) als Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von E/r bei der 
Entwickelung des reziproken Abstandes zweier Punkte auftreten, als 
Kugelfunlctionen*). Eine solche Funktion -und zwar eine ;? Kugelfunktion 

*) Genauer gcsagt al? Kugelflachenfunktioncn. Unter einer raumlichen Kugel- 
funktion versteht man jeden Ausdrack, der homogeu in den rechtwinkligen Koordi- 
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zweiter Ordnung" 1st der obige Ausdruck cos 2 2/3. Die vor- 
stekend berecknete Reike (6) fur V stellt, konnen wir sagen, die Ent- 
wickelung des Potentials nach Kugelfunktionen dar. Ferner habeu wir 
in Gl. (7) auck den Ausdruck von U nach Kugelfunktionen geordnet. 
In der Gleickgewicktsbedingung (8) endlick haben wir die beiden Terme 
von V und U, welche unsere Kugelfunktion zweiter Ordnung entkalten, 
mit einander vergliclien und gelangten dadurcli zur Berecb.nung der 
Elliptizitat. Wir konnen diese Gleickgewicktsbedingimg sohematisck 
folgendermafsen sckreiben, werm wir rait U 2 und F 2 den betr. Terni 
in der Entwickelung von U und V bezeiclinen, wobei wir F 2 fttr die 
Blliptizitat 1 berecknen und bei der Berecnnung TOH ?7 2 , mit liiicksicnt 
darauf, dafs die Centriiugalkraft eine storende Ursache von Ideinem 
Betrage darstellt ; von der EUiptizitat iiberkaupt absehen: 

(Q\ f rr __. 77 y = JL fj& /fog 2 _ ~\ - 

(J) F 2 f 2 , K 2 5 JJ \ COB U z) 

Wegen naherer Ausfiikrung der Tkeorie, insbesondere bei betraclit- 
licken Werten der Elliptizitat, miissen wir auf die Latteratur*) verweisen. 

ZweUes Problem. Eine komogene elastiach-feste Kugel voin 
Radius E und der Dickte Q wird mit der Winkelgesclrwindigkeit o um 
eiuen ihrer Durckmesser gedrekt. Sie gekt dabei in ein abgeplattetes 
Umdrekungsellipsoid iiber, welckes die Rotationsaxe zur Symmetrieaxe 
kat. Das elastiscke Verkalten des Materials sei dadurch bestimmt ; dafs 
wir den Elastizitatsmodul (E) geben und annekmen, dafs das Material 
incompressibel sei, dafs also das Poissonscke "VerKaltniB von Quer- 
kontraktion zu Langsdeknung den speziellen Wert 1/2 kabe. Die 
letztere Anuahme vereinfacht die Recknungen und kat auf das Kesultat 
keinen erkeblicken Einflufs. 

Die Miptizitat des so entsteiiendcn Mlipsoides wird alsdann 

15 Q<0*E'' 



Urn auch kier zunackst ein Zaklenbeispiel zu geben, welci.es sick 
den Verkaltnissen der Erde ansckliefst, wahlcn wir in CGS-Emkeifcen 



naten x, y, z ist und der Potentialgleichung geniigt. Man beachto ul.rigens, dafs 
im Gegenaatz u dcr gewohnlichen Schreibweise der Kugelfunktioneu 6 bei uns 
die geographiaclie Breite nicht die Poldietanz bedeutet 

KH * > . A " 8 ^ hr " oheLittM ta b^A.K.H. Love, Bnoykl. d.math. Wteenseh. 
f ^'A ' , *' In d6C neUQren ge-oiAvaikftlischeu I.itteratnr wird ubrigen 

start des gewOhnlichen ElwUcitBtamodul. der ToionBmodnl (Scbub^aaticitatB. 
modul) bevorzugt, dor im Falle der IncoapreBBibilitat gleicli B/8 wird 
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und nehnien JB gleicli dem Elastizitatsmodul von Stalil, cl. n. rund 
gleick 2,2 . 10 6 (kg Gcwicht/cm 2 ) = 2,2 981 10 9 CGS-Einneiten. Es 
wird dann 



Bei der Ableitung der Gl. (10) miisseu wir auf die Grundlagen 
der Elastizittitstheorie zuriickgenen. 

Sind u, v, w die Verriickungen eines Pimktes im Innern der 
ICugel nacli den Koordinatenaxen, welclie letatere ebenso wie unter 1) 
gewahlt werden, so gilt zuniiclist wegen der vorausgesetzten Incom- 
pressibilitat : ,, - 

OU.OV.OWft 

(1^) 3x dy Bs 

Die elastischon Differentialgleicliungen nehmen fiir ein incompressibles, 

durcli Centrifugalwirkuugen beanspruchtes Material die Form an: 

a -Aw + E + 9-? 5=B i 



03) 



c-y 



dy 



0. 



A bedcutet wie iiblich die Abkiirzung fiir den aweiten Differential- 
parameter, $ ist ein von Oii KU Ort weohselnder allseitiger Brack, 
welclier so zu bestimmen ist ; dais der Bedingung (12) G'eniige geleistet 
wircl. ?7 2 bedeutefc den oben defiuierten init variabeln Teil des Po- 
tentials der Centrifugalkraft (s. Grl. (7)): 

(7') f7 2 = Ia,v(cos 8 8 - 4) - ^(aj>H-. y - 2* 2 ). 

Wie man. siekt ist f/ 2 (vgl. die Anm. au pag. 691) eine raumliclie 
Kugelfunktion zweiter Ordnimg. Von dem in (7) zu U ninzutretenden 
Terme -..- w 2 r 2 sehea wir im Folgenden al), da dieser nur die Grofse. 

O 

niclit die Gestalt der Kugel abiindem kann und bei eineni incom- 
pressibeln Material iiberliaupt ohnc Eiuflufs ist. 

Die Differential gleichungen (12) und (13) sind noch zu erganzen 
durcli die Bedingungen dafur, dafs die Kngelflaclie eine kraftefreie 
Oberflac'lie ist. Sie besagen, dafs die auf jedes Oberflaclienelement 
wirkenden Spannungen nach alien drei Koordinatenrichtungen ver- 
schwinden miissen. In den Verriickungen u, v } w gesclirieben lautet 
die Bedingung fiir die a;-Richtung: 

2 v t)u . \ ( ^ . E (du . 

V ** d~x + *) cos ( n > $ + -3~ (a ? 7 + 

E ('du , dw\ 



cos 



. E leu . ow\ f -, A 

-f -~ {-5 + >--) COS (w, 8) = 0: 

' 8 \dz ox ^ ' ' ' 
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da far die Kugel cos (n, x) : cos (n, y] : cos (n } z) : y : 0, konnen wir 
bierfiir schreiben: 

,^ , N du ". 0i* . du , du . 8v . fiw Sp 

(14) %-%- -\- y -^ Mo h # -5- + # a M K- = s 1 ^. 

v ; ox y cy oz ox s ox ox E 

Die auf die y- und ^-Riciitung beztigliclien Bedingungen, folgen aus 
(14) durch. cyklisehe VertanscKung von (xyz), (uvw). 

Wir behaupten nun, dafs den Grleichungen (12) bis (14.) bei ge- 
eigneter WaH der Konstanten a, @, y durch den folgenden Ansatz 
geniigt wird: 

~ 



(15) 



oy f dy 

V U 9 , O 



welcher somit die rollstandige Losung des gestellten Problems enthalt. 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des oftereu von den 

uachstehenden Kegeta Gebrauch zu macnen haben, welche unmittelbar 

aus der Definition der Kugelfunktionen und ihr^r Homogenitat folgen: 

.-HU,, A(r>!7 2 )>HP s , 



Wir tragen den Ansatz (15) zunacnst in die Gleichung (12) ein. 
und erhalten: 

dU . 8V fiw / A a , -i A \ TT f\ 

^+-^ + FI"( 4 ^ +14 ^ Cr "5 
hiernacb ist 

(16) 0--yy 

zu wahlen. Indem wir auf die ersie der Gleicliungen (13) iibergehen, 
berecknen wir nach (15) und (16): 



Es mufs also nach (13) sein: 

H- 

entsprechend ergiebt sich. 



Wir sckliefsen hieraua ; indem wir von der Hinzufiigung einer Inte- 
grationskonstanten abseheu: 



w 
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Schliefslich haben wir die Oberflachenbedingung (14) zu betrachten. 
Wir bilden zunachst aus (15) 

% j_ y 1_ g __ K _ _j_ g A y2 _. . 

ox J oy dm ox ^ .$x 



GL (14) verlaugt also mit Eiicksicht auf (17): 

+ (4/J-f ISy)^^ ' 



Wir tragen fiir /3 den Wert aus (16) ein und schreiben, indem wir 
die auf die y- und ^-Riclikmg beziiglichen Grleich.ungen hinzufiigen: 



Wird nunmebr der Ausdruck (I'] fiir JI7 2 eingefiihrt, so werden die 
beiden ersten Grleichungen nach Forthebuag je eines gemeinsamen 
Faktors unter sicb. identiscb. Unser Gleicnungstripel reduziert sich 
daher auf das folgende Gleichungspaar: 



-f 



0, 
0, 



wekhes in alien Punkten der Kugeloberflache r == 12 erfullt sein soil. 
Es ist dieses nur moglich, wenn 

(18) 2-8yJR 2 ==0 ; 19 y --^ = 0. 

Durch diese Gleichungen zusammen mifc .0-1. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffiziienten cc, /3, y bestimmt; sie lauten: 



(19) 



3 
19 



a - - 2 - ?- 

f ~ 38 'JE ' 



a== 19 



Gleicbzeitig ist durch diese Bestimmung der Beweis flir die Richtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracht. 

Es ist nun leicht, die Elliptizitat des durcb. die Deformation ent- 
stebenden Ellipsoides zu berecbnen. Wir bilden zu dem Zwecke den 
Ausdruck fiir die radiale Yerriickung eines Punktes an der Oberflache 
der Kugel, namlich 

dE = - (ux -\-vy-\- wz). 
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Naeh (15) wird: 



+ 2/822 

also wegen (19): 

(20) ajR-H 

Andrerseits wird diese selbe Verriickung, wenn wir sie aus der Ellipsoid- 
gleichung (5) berechnen: 

(21) dM ^ r R = Ee (cos 3 y ) 

Durch. Vergleich yon (20) und (21) folgt, wenn wir den Oberflachen- 
wert von 0" 2 aus Grl. (7') entnehmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Werfc 2 . 

Wir wollen nocli das Resultat der Vergleichung von (20) und (21) 
in der folgenden Form darstellen, die uns deninachst von Nutzen 
sein wird: 

(22) eTPi-Di, Tr^i|-f(coBe-|). 

W s bedentet eine Kugelfiachenfunktion, durch welcne das elastiscne 
Yerhalten .unserer Kugel charakterisiert wird. G-l. (22) kann ahnlicli 
wie Gl. (9) als Gleiehgewicktsbedingung angesprochen werden, da sie 
uns angiebt, bei welcher Abplatfcung die Centrifugalkrafte durch. die 
elastischen Kraffce an der Oberflache gerade aufgehoben werden. 

Die vorstehenden Resultate sind unter allgemeineren Voraus- 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be^ 
trachtet statt eines incompressibeln einen beliebigei-i elastischen Korper 
und statt der besonderen Kugelfunktion U 2 eine Storungsfanktion U n 
von der Ordnung n; auch berticksichtigt er die bei der Erde nach- 
weisbare Zunahme der Dichte nacb. dem Erdmittelpunkte hin. Durch 
Voranstellen der einfachsten Annahmen gelang es uns ; die Kelvinschen 
Rechnungen -bedeutend zu ktirzen. 

Drittes Problem. Wir betrachten abermals eine Kugel aus elastisch- 
festem Material, die in der Umdrehung CD begriffen ist ; beriicksichtigen 
aber aufser dem elastischen den von der gegenseitigen Gravitation ihror 
Teile herriihrenden Widerstand gegen Formanderungen. Bei gleichern 
elastischen Verhalten wie im vorhergehenden Falle mufs die Elliptizitat 
jetzt kleiner ausfallen, weil der Widerstand gegen die Abandoning der 
Kugelgestalt vergrofsert ist. Wir behaupten, dafs sick nunmelir die 
Elliptitiitat aus der Form el berechnet**} : 

*) Thomson und Tait, Natural Philosophy, Part II, namentlich art. 834. 
Sir W. Th o m s o n , Mathem. and Phys. Papers, Vol. HI, art. 46. Vgl. auch A. E. H. L o v e , 
[Elasticity, Cambridge 1892, Chap. X. 

**} Thomson nnd Tait, Natural Philosophy, art. 840. 
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C23") _L = -i. 4. - 

\ / c <; ' c ? 

C 3 1 E 2 

wo fij und 2 durch Gl. (1) und (10) bestimmt siud. 

Der Beweis ist in den GL (9) und (22) enthalten. Wean allein 
die Gravitation oder allein die Elastizitat den Centrifugalkraften ent- 
gegenwirkt ; fanden wir: 
(24) t F 2 == U 2 bez. c 2 TF 2 = 27 2 . 

Wenn beide Widerstande zusammen das Gleichgewicht gegenilber den 
Centrifugalkraften herstellen, lautet die Gleichgewichtsbedingung, unter 
3 die hunmehrige Elliptizitat verstanden: 



Dividieren wir- diese Gleichung durch 8 /" 2 und driicken wir die 
Verhaltnisse V%/U a , W 2 /U Z nach (24) durcn s t und 2 aus, so orgiebt 
sich genau die zu beweisende Gleichung (23). 

Fur eine Versuchskugel von mafsigen Diniensionen ist S L aui's'er- 
ordentlich grofs gegen 2 . Aus (1) und (10) ergiebt sich namlich 

,_ = 19 E 
(-, ~~ 6 Q&g 

Die Grb'fse g : welche die auf der Oberfliiche unserer Versuchskugel 
statthabende, durch deren Gravitation bewirkte Fallbeschleunigung be- 
deutet, ist um so viel kleiner als die Fallbeschleunigung auf dor Erde, 
wie der Radius der Kugol kleiner ist als der Erdradius , (gloiche mittloro 
Dichte von Kugel und Erde vorausgesetzt). Aus dioser Kleinhoit von 
ff BO wie aus der Grofse von E folgt, dafs 5 2 gegen s^ t also l/s l gegeji 
l/ 2 vernaclilassigt werden kann. Gl. (23) besagt in diesem Falls 
3 = e a? d. h. unter Laboratoriumsverhiiltnissen konnte man bei der 
fragliehen centrifugalen. Deformation von. dom Einflufs dor Gravitation 
kuraweg absehen. Mit Vergrofserung dor Diniensionen der Kagel nimmt 
aber ^/^ quadratisch ab; bei einer Kugel von der Grofse der Erdo 
und der Elastizitat de8 Stahles iet dernentsprechend l/^ 231 gegou 
l/t a 465 nichfc mehr KU veruachVassigen. Die Ellipti'/itiit oinor 
solchen Kugel ware daher nach (23) zu berechncn und wiirde ruud 
1/700 betragen, also wesentlich kleiner sein, wie wenn die Elastizitai; 
allein der Centrifugalwirkung entgegeuarbeiten wiirde. 

Man mufs aber nicht glauben, dafs die beobachtbare Ellipfci- 
zitat der Erde in dem hier erortcrten Sinne durch die gemeinsame 
Wirkung von Gravitation und Elastizitat bestimmt wiirde ; so dafs 
ihre Eerechnung unter Zugrundelegung eines geeignoten Elastizi t;ats- 
grades E nach der Formel (23) zu erfolgen hatte. Wir niussen uns 
vielmehr vorstellen, dafs die Erde einst, so wie die Sonne jetzt, in 
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feurig-flussigem Zustande war. 'In diesem Zustande konnte nur die 
Gravitation der Centrifugalwirkung das Gleichgewieht halten. Die 
Elliptizitat mufste .also ^ = S^R/ty betragen. Bei allmahlicher 
Abkuhlung der Erdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nach der 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durcb. 
einen verhaltnismafsig rasehen Prozefs. Die Elliptizitiit der nunraehr 
festen Erdform stimmte dabei, darf man annehmen, im Wesentlieheii 
mit der der fruheren Flussigkeitsform uberein. In dieser Form 1st die 
Erde bei gleichbleibender Rotation a, spannungsfrei. Die Erde be-, 
findet sich in dieser abgeplatteten Form in ihrein natiirlichen. Zustande ; 
elastische Krafte treten nur auf, sofern durcn Abandoning der Rotations- 
verhaltnisse oder durch anderweitige Krafte eine Abanderung dieser 
urspriinglichen Form angestrebt wird, wobei die elastiscnen Krafte in 
dem Sinne wii'ken werden, dafs sie jene spannnngsfreie Form wieder- 
herzustellen suchen. 

Es folgt hieraus, dafs man aus der neutzutage beobachtbaren 
Elliptizitat iiber die elastischen Eigenschaften des Erdkorpers un- 
mittelbar nichts entnehmen kann. Die Saclie liegt hier anders wie 
bei der oben erwannten Versucbskugel, deren natiirlicher Zustand bei 
nicht vorhandener Rotation die Kugelform sein sollte, bei der also 
elastische Widerstande auftreten, wenn durcb. die Centrifugalwirkung- 
diese Kugelform abgeandert wird. Infolgedessen wird sich in der 
Grestalt der rotierenden Versuchskugel der Einflufs der elastischeu 
Krafte und zwar bei mafsigen Dimensiouen, wie wir sahen, in vor- 
herrschender Weise auspragen; dagegen legt die thatsachliche Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgeschwindigkeit co nur von der Gra~ 
vitationswirkung Zeugnis ab. 

Viertes Problem. Indem wir ims den bei der Erde vorliegen- 
den Verhaltnissen um einen weiteren Schritt nahern, gehen wir jetzt 
von einem in der Umdrehung w begriffenen abgeplatteten Ellipsoid von 
der Elliptizitat .e t aus, welches aus gravitierendenij elastiscken Material 
besteht und sich in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleichgewicht befindet. Wir fragen, welche Elliptizitat s es annehmen 
wiirde, wenn die Rotation aufhijrt. Diese Elliptizitat wird jedenfalls 
kleiner sein als A ; dabei wird die Gravitation die Verkleinerung der 
Elliptizitat begiinstigen, die Elastizitat ihr widerstehen\ 

Wir lehaupten, daj's sich die gesuchte Elliptizital s mittels der 
friilier (Gl. (1) und $)) berechneten Elliptizitaten ^ und s 2 folgender- 
mafsen ausdriickk: 
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Daneben merken wir nocli den Untersckied der Elliptizitaten in dem 
spannungsfreien Zustande bei der Rotation a und dein Zustande nack 
Aufkoren der Rotation an. Dieser Untersckied lieiTse '; er betragt 
nach (25) 

(26) ' . /-.^-e-'-AfL.. 

' x *i + 

Den Beweis fiihren wir auf doppelte Art: 

a) In dem natiirlicken Zustande des Ellipsoides (Rotation ra, Ellipti- 
zitat 1 ) kerrsckt Gleichgewicht zwiscken Centrifugalkraften und Gravi- 
tation. Nack (9) gilt daker fur diesen Zustand: 



In dem deformierten Zustande (Rotation 0, EHiptizit'at g) haben wir 
dagegen Grleicngewicht zwischen Gravitation und Elastizitat. Da die 
elastiscnen Krafte nack dem spannungsfreien Zustande (Elliptizitafc t ) 
ninstreben, ist die elastisclie Wirkung jetzt zu messen durck den 
Unfcersckied E der Elliptizitaten und wird gegeben durck &'W^. Das 
Gleickgewickt zwiscken Gravitation und Elastizitat erfordert 

F 2 = 'TT 2 oder F 8 fo - e) TFj . 

Wir dividieren diese Gleickung durck U 2 und setzen nack (9) und (22) 
F 2 /I7 2 = 1/ 1; ^2/^2 ~ l/ 2- Da,nn ergiebt sick 

(27) e (1 + -i) = 5 

V J \*i i/ e, ; 

was mit Gl. (25) iiberemstimnit. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Losung unseres dritten 
Problems ankniipfen, k6nnen.wir auck folgendermafsen eckliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zuatande s^ des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkraffce gegen die Gravitations wirkungen 
gestricken. Um zu dem rotationslosen Zustand e tiberzugeken, kaben 
wir die Centrifugalkrafte im umgekekrten Sinne (also centripetal), 
sowie den Untorsckied der Gravitationskrafte gegen jeuen friikoren 
Zustand iin umgekekrten Sinne (oder centrifugal) an unserem Ellipsoide 
anzubringen. In dem gleicken (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
scken Krafte ; die ja den Zustand s l kerzustellen streben. Mifckiu 
wirken bei dem Ubergange von dem Zustande ^ zum Zustande , d. k. 
bei der Elliptizitatsanderung s', die elastiscken Erafte und die Unter- 
sckiede der Gravitationskrafte zusammengenommen den dem Sinne 
nack umgekekrten Centrifugalkraften entgegen. Die so entstekende 
Anderung s der Elliptizitat kann daker unmittelbar nack Gl. (23) 
berecknet werden; wir erkalten: 
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1 1,1 

(28) 7T' 4 "* 1 

was mit (26) ubereinstimmt. 

Nacli Erledigung dieser vier vorbereitenden Problems gehen 
nun auf den eigentliclien Gegenstand dieses , die Erldarung der 
Chandlcrschen Periode, ein. Dabei erranem wir uns der Resultate atis 
Kap. YII, 8, betreffend die Nutationsperiode*) ernes Kreisels von 
deforroierbarem Material und nabezu kugelfonniger Gestalt. Wir sahen 
pag. 607, dafs diese sieh aus der J7 urspriingliclie.u Elliptizitat B, die 
der Kreisel im Ruhezustande bei der Rotation Hull haben wiirde, uucl 
nicnt aus derjenigen Elliptizitat berecnnet, die das in Rotation begriffen. 
Spbiixoid aufweist nnd die wir E = s + *' nannten. Die Formel lautete 
(vgl. Gl. (12) von pag. 607): 

Nutation speriode _ 1 



tlmdrehungsdauer e 
Im Falle der Erde 1st die Umdrehungsdauer gleicli einem Tage, s be- 
deutet diejenige Elliptizitat, die die Erde bei der Rotation Null an- 
nehmen wiirde, ist also nacb. Grl. (25) zu berechnen. Die Elliptizitat 
E des rotierenden Kreisels ist im Falle der Erde mit e m idenfci- 
fizieren; die Differenz beider Elliptizitaten wurde im Vorsteliendeix 
sowohl wie friilier mit s bezeickaet. Dabei besteht der Uuterschied, 
daJ^. wir uns fruher diese zusatzlicbe Elliptizitat s' allein durch die 
elastischim Eigenschaften des Kreisels bedingt dacbten, wahreud sie 
bei der Erde im Sinne der Gleichung (28) aus den elastischen und 
Gravitationswirkiingen zusammen bervorgebt. Die Anweiidbarkeit unserei.' 
frviberen IFbeiiegungen wird dadurcb nicht beeintracktigt denn es 
wurde bei jenen Jediglicb das Vorbandensein einer Deformation iibn.i>- 
haupt, nicht die Urnstan.de, unter denen dieselbe zustande kain, in. 
Reclnmng gesetzt. Ebensowenig maclit es fiir die mechaniscbo Be- 
tracbtuug etvras aus, dafs wir fn'iber den Kreisel im rotationslosejx 
Zustande s als spamrungsfrei, im Zxisfcande -f s' dagegen als elastiselx 
beanspmcbt ansahen, walirend umgekehrt die Erde im Zustanclo 
f ! == s -f spannungsfrei isfc und in dem daraus abgeieiteten, gedachten, 
rotationslosen Zustand s von elasiiscben Spannungen ergriffen ist, in. 
solchem Ma&e, dafs aie vielleicbt unter dem Einflufs dieser Spannungen 
zerbersten wiirde. Denn es kann uns fiir die Bestimnrang der Be- 
wcgung eines Korpers gleicbgiiltig sein, ob. an dem Korper ein Kraft- 
system hinzugefiigt oder fortgenommen wird, Torausgesetzt, dafe sich 
dasselbe am Korper das GleicbgewicM bait. 

*) Wegen der Benennung (freie Nutation = kraftefi-eie Pra,cession) vgl. den. 
Anfang von 8, p. 699 uuten. 



7. Die Erklamng der Chandlerschen Periode tmd die Blastizitat der Erde. 701 

Nach Gleiehung (29) und (25) wird ntin die Periode der freien 
Nutation der Erde, m Tagen ausgedruckt, gleich 

(30 ) ii-i( 1 + ). 

Ware das Material der Erde absolut starr (ihr Elastizitatsmodui un- 
endlich grofs, also s 2 * 0), so ware die Nutationsperiode aw a der 
Elliptizitat der rotierenden Erde an bereckaen und gleich l/ t . 1st 
aber die Erde elastisch nacbgiebig (Elastizitafcsmodul ondlich, % > 0), 
so kommt es auf die Blliptizitat der rotationslos gedacUcn Erde an 
uad es tritt zu l/^ ein Zusatzglied binzu. Die elastische NachgieUffkeit 
der Erde verlang&rt also die Peri.ode der freien Nutation, und zwar in dern 
Yerhaltms 1 -|- j/j : 1. Legen wir beispielflweise der Erde den Elasti- 
zitatsinodul des Stahles bei, so ergiebt sich fttr dieses Vorgrofserangs- 

Terbaliaiis: 

^ t 231 1 K 

1 + 466~ 1 ' 5 ' 

Setzen. wir die Nutationsperiode der absolut starren Erde (Eulersclie 
Periode) gleicb. 10 Monaten, so folgt als Nutafcionsperiodo einer Erde 
von der Elastizitat des Stables die Zeitdauer von 15 Mouatert. Da 
andererseits die Beobacntung eine Nutationsperiode von 14 Mouaton 
(Chandlerscbe Periode), also geg.eniiber der Euleraclien ein Vergrofseruiigs- 
verhaltnis von 1,4 ergeben hat, so schliefsen wir, dafs ftir das Material 
der Erde 



gelte. Hieraus konnen wir den effektivon ElastizitUtsgriul der Erde 
eiitnebmen. Es ergiebt aich 



Nach Gl. (10) ist die Grofse <? 2 dera BlastiKittitswiodul des betr. 
Materials umgekehrt proportional und nadh. Gl. (11) gilt filr Stahl 
s y = 1/465. Mithin berechnet sicb der Blastizifcatsmodul tier Erdo 
gleich dem 578/465-fachen, d, h. gleick 'dem l ; 24-fuclien des Eksti- 
zitatsraoduls von SfaihL Wir broMchen also der JQrde nur cinm schr 
geringen Grad von dasfischer Nazhgiebigkeit tf&eusdirvib&i, um die. Ver- 
Idng&nmg der Eulerscfien in die Chandl&rsche Periods auf diestm Wage 
%u erklaren: Die Erde mu/s ihrem durchschnittl-ichm clastischen Ver- 
hcdten nach noch etwas wemger nachgiebig scin als jStahl, odtr <yincn 
noch etwas Jwheren Elastisitatsmodul besiteen wie dicser. 

Bei dieser Schlufsweise bedarf noch ein Punkt der Erlauierung. 
Der angegebene Wert (30) fiir die Nutationsdauer det Erdaxo ergiebt 
unter der Aanahme der Starrheit ( 2 ==0) die Periode 1/^ 231 Tage. 

oaitaafffald, Kselelbewagug. IU. Aufl. .5 
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Diese Periode 1st von der Eulerschcn verschieden und betragt noch 
uicht 8 Monate- Der Grund dieser Verschiedenheit liegt natiirlich 
darin, dafs die wirkliche EUiptizitat der Erde von derjeiiigen ver- 
scliieden ist, die wir unter der Annahme homogener Massenverteilung 
auf hydrodynamischem Wege berechnet haben. Im Vorstehenden haben 
wir Tins oifenbar eine gewisse Inkonsequenz zu Schulden kommen lassen, 
indem wir das VergrofserungsverlialtniB 1 -f a/ e i aiis ^ er theoretiscfitin 
Formel (30) l)estimmten ; dagegen die Nutationsperiode bei starrem 
Verhalten der Erde gleich der Eulersclien Periode setzten, welche 
mittelbar aus den astaronomischen Beobachtungen iiber die Pracession der 
Erde entnomraen wird. Diese Inkousequenz lafsi sicli nacn.traglich 
folgendermafsen recntfertigen. 

Der theoretische Wert fj== 1/231 nimmt auf die UngleicMomiigkeit 
der Massenverteilung im Innern der Erde kerne Eiicksicht und stellt 
nur eine obere Gr&n&e fur die EUiptizitat der Erde dar ? deren mittlere 
Dichte erfahrungsgemafs viel grolser ist als ikre Oberflachendichte. 
ThatsaehlicL. ist denri auch die wir.kliche EUiptizitat der Erde (1/304 
nach. den astronomischen 'Beobachtungen, vgl. pag. 663) oder die wirk- 
Hche Abplattung (1 /298 nacn den geodatischen Messungen) kleiner als 
der fur homogene MassenTerteUung berechnete Wert 1/231. Auch ist 
es klar, dafs hei inhoniogener Massenverteilung der Begriff der Bllipti- 
zitat selbst insofern unbestimmt wird, als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann 211 verschiedenen Zahlenwerten fuhren mtissen. 
Die eine im Text gege~bene Definition konnten wir als Massen-Ellipti- 
zitat, die andere in der Anmerkung gegebene zum Unterschiede davon als 
Alplattung oder als ObwflacJien-Mliptmtat bezeichnen. Zahlreiche TJater- 
suchungen vonRadau, Callandreau, Poincare und iilteren Forschern 
beachaftigen sich mit der Frage, wie das (als steiAg vorausgesetzte) Gesetz 
der Dichtigkeitszunahme nach dem Erdinnern beschaffen sein mufa, damit 
es mit der erfahrungsmafsigen Massen- und Oberflachenelliptizitat, so wie 
mit der erfahrangsmafsigen mittleren Erddichte vertriiglich wird. Wir ver- 
weisen dieserhalh auf die zusanimenfassendeDarstellimg von Tisserand*), 
dessen Bericht hinzuzufugen ist ? dafs E. Wieehert**) die einschlagigen 
astronomiachen und geodatischen Daten zu einer bemerkenswerten 
Theorie des Erdinnern zusammengearbeitet hat, gegen welche aUerdings 

*) Tisgerand, Mecanique cdleste, t. 2 r chap. XIV, insbesondere art. 110112. 

**) E. Wiecliert, Die Massenverteilang im Innern der Erde, Gottinger 
Nachrichten 1897, pag. 221. Vgl. a<xh G. H. Darwin, Monthly Notices o.f the 
E. Astr. Soc. London. Vol. 60 (1899) NT. 2. Die Ergebnisse von Wiechert und 
Darwin werden verglichen von F. R. Helmert, Sitzungsberichte der Akademie 
d. Wiss. Berlin 1901, p. 328. 
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in neuerer Zeit nainentlick von Schweydar Bedenken erhoben worden 
sind. In dieser Tkeorie wird die Erddiehte als sprungweise veranderlieh 
angesetzt, die Erde namlich als aus einein dickteren Metallkern und einem 
weniger dickten Gesteinsmantel bestekend angenominen, . welcke. von 
einander durck eine zakfliissige Zwisckensckiekt getrennt werden. 
Die Qro'fsen- und Massenverkaltnisse von Kern und Mantel lassen sick 
dabei so bestimuien, dafs sowokl die Massen- wie die Obernacken- 
elliptizitat ricktig kerauskommen und dafs die Oberfliicke des Mantels 
genau und die Oberflacke des Kernes nakezu dem spannungsfreieu kydro- 
dynainiscken Gleickgewickfc entsprickt. Wir erwaknen diese Arbeiten 
kier, um begreiflick zu maehen, dais durck geeignete Annakinen tiber 
die Massenverteiluug der tkeoretiscke Grrenzwert 1/231 tkatsaclilick 
in den beobackteten Wert der Massenelliptizitat 1/304 sowie in den 
beobackteten Wert der Abplattung iibergefllkrt werden liann, dafs sick also 
insbesondere die Massenelliptizitat wegen der Inkomogenitat der Erde im 
"Verkaltnis 231/304 verkleinert. IB. dem umgekelirtenVerkaltnis miifs sick 
dann die dor starren Koustitution entspreckende Nutationsperiode, die ja 
der Massenellip'tizitat umgekekrt proportional war ; vergi'dfsern und es liegt 
nake anzunekmen, dafs sick in eben diesem Verkaltnis auck die der wirk- 
licken elastiscken Konstitution entspreckende Nutationsperiode gegen- 
iiber demjenigen Wert, den sie bei komogener Massenverteilung tkeo- 
retisck kaben wurde, vergrofsert, Diese Annakine lag unserer obigen 
Erkliirung der Chandlerscken Periode stillsckweigend zu Grande ; bei 
der wir nickt von der fur komogene Massenverteilung giiltigen JSTuta- 
tionsperiodo 1/^^231, sondern von der wegen der Inkomogenitat 
groisereii Eulerschen Poiiode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
dann wegou der Elustizitat der Erde mit dem aus den tkeoretiscken 
Werten von x und 2 bereckneten Vergrofserungsverkaltnis l + %/i 
multiplissierten. Auck in der oben zitierten Arbeit von Hougk 
wird mangels ouderweitiger sictierer Unterlagen die gleicke Annakme 

gemackt. 

Dabei soil nicht geleugnet werden., . dafs unaere Eesultate sick 
urspriiuglich auf ein komogenes Ellipsoid bezogen und dafs ikre 
Ubertragung auf die inhomogene Erde notwendig mit einigor Tin- 
si ckerko.it verbunden ist. 

Diese TJnsicherheit betrifffc aber nur die quantitativen Angaben, 
nickt die qualitativen. Wie Schweydar gezeigt kat, findet man bei Be- 
rftckeichtigung variabler Dichtigkeitsverteilung im Erdinnern fttr 
den durchseknittlicken Elaatizitatsmodul der Erde einen etwas aiide- 
ren Xalileuwert als den oben angegebenen. Dagegen bleibt das all- 
gemeine Resaltat, dafs die Periode der freien Nutation durck 

46* 
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die Btafcitat der Erde verlitogert wird and dafs f ilr einen gewi B3en 

r .fir NacheiebiRkeit die Eulereche in dxe Chandlersche Penode 

bT Annans aber d,e Ma^erteUung BB d 

die Strukt-ur des Erdinneren bestehen. 

Zum Tollen Verstandnis der Polschwankungen (oder genauer ge- 
sagt des 14-monatlichen Bestandteils derselben) wird es beitragen, 
wenn wir schliefslieJi noch die im vorigen Kapitel, 8, gegebene aU- 
gemeine Schilderung der Bewegung eines deformierbaren Sxeisels auf 
die Verhaltaisse der Erde ubertragen. 

Bei normaler Lage der Eotationsaxe, wo dieselbe mit der polaren 
Eaupttragheitsaxe znsammenfallt, rotiert die Erde gleickformig urn 
diese Axe mit der Abplattung 1/298. Der Unterschied des aquatorialen 
und des polaren Erdradius betragfc dabei E/298, wo R den mittleren 
Erdradius bedeutet, oder rund 21km. Jetzt werde die Rofcationsaxe 
durct irgend welche Umstande abgelenkt. Die Elliptizitat der Erde 
bleibt dabei dieselbe (vgL pag. 603), niclit aber die Lage der Haupt- 
iaragheitsaxen (vgl. Fig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weioht nam- 
lich bei festgehaltener Form des Erdellipsoides nacli der Seite der 
abgelenkten Rotationsaxe hin aus. Dabei stellt sio sich aber nicht 
symmetrisch urn die Rotationsaxe selbst ein, sondern um eine Axe, 
die augenbliddiche Hanpttragheitsaxe, die awischen der urspriinglicnen 
BDa,upttragheitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe liegt. Und 
zwar teilt -diese Axe den Winkel (tf in Fig. 90) zwischen der urepriing- 
licnen Haupttragheitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe nach 
Gl. (6) yon pag. 603 im Verhaltnis //(e+f'). Da /== 1 s war, 
kann das genannte VerMitnis auch geschrieben werden: 1 e/e t . Nun 
bestimmte 1/g die Dauer der Chandlerschen, l/j die der Eulerachen 



Periode. Mitnin wird 



10 , 
void 
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1st e die Ablenkung dee augenbliekiicken Rotationspoles auf der Erd- 
oberftacke, so ist die Ablenkung des augenblicklichen Tragheitspoles 
2e/7. Aus den Beobaekiungen eninakmen wir pag. 67 7 y dafs e im 
Mittel 4 m betragt; die Ablenkung des Haupttrag&eitspoles wird daher 
nur 1,1 m. Wurde der augenbHcSdieke Rotationspol einfach. eineii 
Kreis yom Radius 4 m in 14 Monaten um den nrsprunglichen Haupt- 
tragkeitspol, den geometrisciiea Pol, beschreiben, so miifste der augeB- 
blicklicne Tragheitspol in derselben Zeit und im gleichen Umlaufesinne 
einen Kreis Tom Radius 1,1 m um denselben Mittelpunkt durcMaufen. 
Die Verrttekung, die ein Punkt der Erdoberflache hierbei erfahrt, 
und die zum Teil in einer Hebung zum Teil in einer Senkimg besteken 
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wird, ist aufserst gering. Wir konnen sie aus GL (3) und (5) Ton pag. 601 
und 602 unmittelbar entnehmen. In Q-l. (3) bedeutet r denjenigen 
Abstand, den em Punkt auf der Oberft'ache des Spharoides vom Mittel- 
punkte desselben bei der normalen TJmdrehung o um die urspriingliche 
Eaupttragheitsaxe hat ; Gl. (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Rotationsaxe. Die Differenz beider stellt die Verriickimg des Punktes 
infolge der Deformation des Spharoides dar; sie betragt, wenn wir 
den friiner mit m bezeichneten Radius durch den mittleren Erdi-adras 
ersetzen und die Wmkelablenkung d als kleine Grofse behandeln: 

(3) - (5) = ^ '(cos 2 - cos 2 (0 -f d)) == Bed sin20. 
In Fig. 90 ; pag. 602 wird diese Grofse durcb. die Dieke desjenigen Streifens 
dargestelit, welchen die UmrifseUipse in der deformierten, um 0- yerdrehten 
Lage von der urspriinglicneu Umrilsellipse abschneidet. Die groTste 
Verriickung findet nach. Fig. 90 und der vorangeb.en.den Forinel filr 
= 45 statt, wo sin 2 = 1 wird. Fiir diese Breite konnen wir, 
indem wir noch JRd, die auf der Erdoberflache gemessene Ablenkiing 
des Eotationspols, mifc 6 bezeichneh, die Verrfickung darstellen durch 



Da e nur 4m betrug, so wird die grofste Verriickung eines Punktes 
an der Erdoberflache fcleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verriickung hangt auch die Geringfdgig- 
keit der Lotschwankung zusammen, die durch die Deformation der Erde 
hervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits aach Gl. (3) ? andrer- 
seits nach GL (5) von pag. 601 und 602 den Winkel, welchen die Nor- 
male an das Brdellipsoid mit der Verbindungslinio des fraglichen Ortea 
nach dem Mittelpunkte der Erdfigur hin bildet. Dieser Winkel ist (bei 
Vertauschung von Winkel und Tangente): 

JL d - r 
r ~d& 

und wird in erster Naherung 

nach (3) ... (* + ') sin 20, 

nach (5) s sinSO f'sin2(0 + d). 

Der Unterschied beider Winkel, welcher gleich dor Richtungsiinderung 
der Lotlinie isi t ergiebt sich daher zu 

*'(sin2(0 -f d)- - sin 2-0) = 2'd cos 20. 

Die grofste Lotschwankung findet hieniach in Ubereinstimmung niit 
Fig. 90 fiir = und x/2, d. h. an den Polen und am Aquator statt 
und betragt 
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Da soeben e'<10~ 8 gefunden wurde, so wird die grofste Lotsehwankung 
kleiner als der 500 te Teil der Ablenkung der Rotationsaxe. Da letztere 
nach Fig. 104 von pag. 676 kleiner als 0",3 war, so wird die Lot- 
ablenkung jedenfalls kleiner als 0",0006, erne Grofse, die der Beobach- 
tung unter keinen Umstanden zuganglich sein diirfte. 

Endlich mb'ge noch auf den Einflufs hingowiesen werden, den 
das Wasser der Ozeane auf die Lange der Nutationsdauer moglicher- 
weise ausiiben kann. Ware die Erdoberflache vollig mit Wasser be- 
deckt, so wtirde sich dieses, da es dem Einflufs der Centrifugalkrafte 
frei zu folgen vermag, symmetrisch rings um die augenblickliche 
Rotationsaxe einstellen. Wir hatten dann im AnscMufs an Fig. 90 zu 
unterscheiden: die OberfTacne der Fliigsigkeit, welche bei einer Ab- 
lenkung der R/otationsaxe um den vollen Winkel 8 gegen ihre urspriing- 
liche Lage verdreht wird, und die Oberflache des festen Erdkernes, 
welche nur um den pag. 603 bestiminten Bruchteil yon $ nach der 
Seite der Rotationsaxe rerschoben wird. Die ausgiebigere Ablenkung 
der FMssigkeitsoberflacae wurde die Dauer der freien Nutation inrer- . 
seits yerlangern; es wurde daher ein Teil der Abweioliung zwischen 
der CJbtandlerscnen und der Eulerschen Periode durch das Verhalten 
der Fllissigkeitsbedeckung erklart werden miissen und nur der Rest 
auf die Elastizitat der Erde kommen. Die Nachgiebigkeit der Erde 
wiirde sicn auf diese Weise nocn kleiner oder ilir durchsclmittiicher 
Elastizitatsmodul noch grofser ergeben, als er oben gefunden wurde, v 

wo wir jene gauze Abweichung auf Recknung der Elastizitat der Erde 
setzten. In Wirklichkeit wird nun aber die Erdoberflache nicht voll- 
standig, sondern nur etwa zu 2 / 3 von Wasser bedeckt und die Beweg- 
lichkeit des Wassers wird in komplizierter Weise durch die Form der 
Kontinente beschrankt. Deshalb diirfte es kaum thunlich sein, den 
Einflufs der Ozeane auf die ftfutationsperiode der Erdaxe a priori ein- 
wandsfrei abzuechatzen. Vielmehr wird man abwarten mtissen, bis ein 
reichlieheres Beobachtungsmaterial fiber die den Polschwankungen ent- 
sprechenden Wasserbewegungen vorliegt. Bereits auf pag. 684 wurde 
auf die Flutwellen von 14-monatlicher Periode hingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sicher festgestellt und ihre Grofse ungefahr be- 
stimnit ist, wird die Aufgabe entstehen, auch den Einflufs dieser Fltiten L 

auf das Problem der freien Nutationen der Erdaxe anzugeben. 



8. Die Folsohwankuxigen von jahyliolier Periode. Masseritransporte 

und Flutreibung. 

Mit der Erklamhg der Chandlerschen Periode ist nur eine Seite 
des Problems der. Polschwankungen erledigt. Es ware weiter zu be- 
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grttnden, warum neben jener eiae jahrliche Periode auftritt, die wir aus 
der Fig 105h herauslassen, und warum auch naeh Abzug der Schwan- 
kuDgen dieser Periode ein Restbetrag librig bleibt (Fig. 106) von schein- 
bar geset/losen, zufiilligen Storungen. tjberkaupt verdient die Frage 
alle Beachtung, weshalb die Balm des Rotationspoles m kompltzierfc und 
teilwoise regellos ausfallt, wahrend docli die astronomischen. Nutationen 
(vgl 3 dieses Kapitels sich streng- gultigen math.ematisch.en G-esetzen 
fttgea. 

Der Grund hiervon scheint darin zu Hegen, dafs die Erde im Sinne 
des vorigen Paragraphen zwar efftsktiv fast ist, dafs sich aber ihre Teile 
bis au einem gewissen Grade gegen. einauder verstiliieben konnen, 
Insbesondere iegfc jdas Vorhandensein der jiihrlichen Periode die An- 
nahnie nahe, dais solcke VerscHebungen oder ,,Massentranspori;e" 
durcb. die Sonnenwarme bediugt werden, also meteorologisciieii Ur- 
s.prungs sein raogen. Man hat rerschiedene meteorologische Ein- 
fliisse zur Erklarung der jahrKehen Polschwankimgen kerangezogen, 
so den jsihrlichen Weclisel in den Selinee- und Eisablagerungen, 
Meeresstrcimungen von jahrlicher Periode uad dadurch bedingte 
Wussertransporte, sowie Schwankimgen in den Niveauflacben des Luffc- 
nieeres. Die letzteren scheiiien sicli auf Grand der fiir den grorsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ebesteu quaiititativ be- 
stimmen u lassen und liefern Massenumlagerungeti von iiberraschend 
hohern Betrage. 

Wir enfcnekmen die folgenden Angabeu etner Untersuchung von 
R. Spitaler*), Bekanntermafsen. ist der Luftdruek iiber den Festlands- 
massen im Winter holier als im Somraer. Daher wird die Luftdruckdifferenz 
zwischen Januar und Juli auf der nGrdlichen Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der sudlichen negativ sein. Die Verteilung der Druckdifferenzen 
ist dabei natiirlich keine gleichforroige, sondern wesentlich. verschieden, 
je nachdem die betr. Gegead Festland oder Ozean ist, und zwar in 
dem Sinne verschieden, dafs die Wasserbedeckung die Luftdruckschwan- 
kungen merklich ausgleicht. In tJbereinstimraung mit dieser Uberlegung 
zeigen die Isobarenkarten, dafs sich der Dmckuberschufs zwischen Jarniar 
und Juli auf der nordliohen Halbkugel fiber dem asiatischen Festlande 
konzentriert, wahrend sich der Druckiiberschufs zwischen Juli und 
Januar auf der sudlichen Halbkugel inselformig ttber die drei Gebiete: 
Siidafrika, Sfldamerika, Australien gruppiert. t^ber die Polargegenden 
ist naturgemafs niohts Sicheres bekannt. Hinsiehtlieh der Gr5fse der 



*) Die periodischen LuftDaassenverscMebungen und ihr BinflnTs auf die Lagen- 
anderungen derErdachse. Petermanns Mitteilungen, Erganzungslieft Nr. 137 (1901). 
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Druckdifferenzen lehrt die Ausmeasung der Isobarenkarten Folgendes: 
EB lagert auf der nordlicnen Halbkugel zwiseben und 80 nordlicher 
Breite im Januar ein Luftmassenuberscnufs gegenuber Juli gleioli 
192,5 Kubikkilometer Qneckeilber, anf der siidlicnen Halbkugel zwisehen 
und 50 sudlicher Breite im Jtdi ein Massenuberschufs gegenttber 
Januar von 402,2 Kubikkilometer Quecksilber! Da ein Kubifckilometer 
Quecksilber die Masse 13,6- 10 13 kg aufweist, so haben wir es hier 
inifc Massenunterjschieden zu tliun, die mit der gesamten Erdmasse 
tgleick mittlerer Dichte mal 4# JB 3 /3 ^ ^ und 6 10J 5 * kg) schon einiger- 
mafsen Tergleichbar sind*). 

Hinsichtlieli der durch Meeresstromungen verursacliten Massen- 
traiisporte verweisen wir auf eine Abschatzung von J. Lamp**). 

Aufser durch meteorologiscb.e Eiiiflusse finden Massentransporte 
yon kurzer Periode infolge von Ebbe und Flut und unperiodieche 
MaBEenversckiebungen. wenn auch. von geringem Betrage diTrch Erd- 
beben ; tulkanische Ausbriiclie, Ablagerungen der Fliisse und diirch 
die sakularen Hebungen und Senkungen der Erdkruste statt***). 

Wir haben uns nun zu iragen, wie soleKe Massentransporte die 
Bewegung der ubrigen Erde beeinflussen. Wir konnen dabei einen 
indirekten und einen direkten JEinflufs unterscheiden, einen indirekten, 
duroh die yeranderte Massenverteiluug vermittelten Einflufs, indera durch 
einen Massentransport die Haupttragheitsaxen der Erde yerlegt werden 
nnd somit die Lage der Rotationsaxe in der Erde beeinflufst wird, einen 
direkten Einflufs, insofern die Hervorbringung der Massentransporte 
einen Teil des zur Verftigung stekenden Gesamtimpialses verbraucht 
imd dadurcli den fiir die Erdrotation librig bleibenden Impuls nach. 
Grofse mid Eicntung modifiziert. 

Wir geben aunackst eine allgemeine Sckilderung der fraglichen 
Verbaltnisse. 

Urn den indirekten Utinfkifs eines Massentransportes zu bestimmen, 

*) Die entspteclieiiden Lnftdrackdifferenzen eind keineswogs grofe. Deaken 
wir ons z, B. die Geaamtmasse von 192,5 km 3 Quecksilber auf die Kugekoae 
^wischen und 80 nSrdlicher Breite gleichmiifsig verteilt, so ergiebt sick eiae 
Bedeckoug von nur 0,78 mm HShe. Dem genannten Massenuborschufa auf der 
uSrdUcheii Kugelzone entepricbt daher ein im Januar tun 0,78 mm hOherer Baro- 
meterBtand als im JnlL Ebeaao entspriclit dem Masseniiberschuis von 402,2 km* 
yueckaUber auf der genaonten siidiichen Kugelzone tan im Juli urn 2,08 mm 
hOherer mittlerar Bai-ometerstand als im Januar. 

v -,*? ^ NweauBchwankungen der Oseane als eine mSgliche Ursache der 
\erfinderhclikeit der Polhfihe. Aatron. Naclirichfcen 126 (1891) N* 3014 



. 

h, T If 6 ** 61 VgL Helmert ' " ntitom. nd physikaliechen Theorien 
bdheren Geodasie, n, Kap. 6, Leipzig 1884. 
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vcrfahre man so: Man berechne aus dor als bekannt anzusekenden 
Lage der bewegf-en Masse gegen den Erdkorper in. jedem Homente 
die Lage der Haupttragheitsaxen in der Erde und insbesondere die 
Lage des Tragkeitspoles. Worm leteterer vor dom Massentransport 
zufalliger Weise mit dem instantanen Rotationspol zusanmienfiel, wird 
er wahrend desselben mid nack demselben 7011 diesem vefechieden 
sein. Gestattet man sick, was mit grofser Annakerung zulassig 1st, 
die Erde nack wie vor als symnietrischen Kreisel (mit gleichen aquato- 
rialen Ti-agheitsmouieiiteji) zu behandeln, so bestent die Bewegung des 
EotationspolGB anch naeli dem Mass eu transport aus einer Uinkreisung 
des Tragheitspoles. Die Periode dieser Bewegung ist unter Voraus- 
setzung der friiher berecloieten Elastizitat die vierzeknraonatlicne. 
Der Radius des Kreises liiingt dabei in erster Lime von der Yer- 
riickimg des Tragheitspoles, in aweiter Linie von dor Gregckwindigkeit 
des Massentrausportes ab; er bleibt tlieoretisck solange erhalten, bis 
er durch. neue Massentransporte abgeandert wird. 

Bei der Besprecnung des Aird'ten Einflusses der Massentransporte 
auf den Impuls woEen wir annelimen, dafs onser Massentrausport durcli 
innere Krafte hervorgerufen sei, also durch. Krafte, die innerlialb des 
Massensystems der Erde dem Gresetz der G-leickheit vori Wirkung und 
Gegenwirkung geniigen. Dann gilt unser fimdamentaler Iinpuissatz von 
pag. 113 fttr die nicktfeste Erde ebenso unumschrankt wie ffir einen 
stanren Korper (vgl. eine Bemerlcung auf pag. 111). Dieser Satz besagt, 
dafs der G-esamtimpuls des Massensysteips der Erde nach RicMung und 
Grofse im Raume konstant bleibt. Der Gcsamtimpuls zerlegfc sick aber 
kier in den Impuls des Massentransportes and den der Erdrehung. Ist 
der erstere veranderlick , so mufs es auck der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrehung andert sick im Allgemeinen auck die Rotations- 
axe der Erde und die Lage dea insfcantanen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometriscken Pol zusammen, 
so wird er wahrend desselben von ikm entfernt; bewegte er sick 
urspriinglich ill einom Krei.se uni den geometriBcken Pol ; so wird der 
Radius dieses Kroisea durck den Massentransport vergrofsert oder 
verkieinert. 

Wir geben nun einige analytiscke Ausfiikrungen kierzu, wobei 
wir die beiden tmtersckiedenen Einfliisse zunackst nock getrennt behandeln 
uad den Stoff in eine Reine von Einzelproblemen auseinanderlegen. 

JErstes Problem: JBine Masse oder der SckwerpunJct eines nicht zu 
cwsgedeJmten Massensystems m wwde von der SteUe X Y Q Z Q der Erde, 
nach der SteUe X YZ verlagcrt. Wie tindert sich dabei die polare Haupt- 
fcagheitsaxe? 
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T5 tor ursnriinfflichen Lage von m seien die Koordinateuaa 
Haup^gttoen SB Hauptegheitsmomente *&***, *~*> 

L^'von^JCteen wir die Tragheitsmomente und -Produkte urn < 
Koordinatenaxen in folgender Form an: 

Jjj == C- } J- I J 

Die Grofsen a, . - ., e, . . - haben die Bedeutung 



U nd Bind im Verhaltnis zu ^ und C als kleine Grofsen zu behandel 
Bei der Bestimmung der abgeanderten Lage der Hanpttraglieitsa^ 
kniipfen wir nacn pag. 100 an die folgende Flache zweiten Grades a: 



Die Hauptaxen derselben, welcne zugleicli die gesuchten Haupttragheit 
axen sind ; werden durch die folgenden Gleichnngen bestimnit: 



Hierin isfc I so z-u wanlen, dafa die drei Gleichungen miteinarider ve] 
traglicli werden. 1st dieses geschehen, so bestinimen die VerhiLltniss 
| : ?; : die Lage je einer der drei Hauptaxen. Es ist fur das Folgend 
bequeni, die |, ^ ? g als die Richtungskosinus der fraglichen Hauptax 
aufzufassen ; Dire absolute Grrofse also so zu walilen, dafs 2 + ^ 2 + 2 ' 
wird. 

Wir interessieren uns speziell fiir die polare Haupttraglieitsax< 
und durfen annenmen, dais dieae nur wenig von ihrer urspriinglichei 
Richtung, der Z -Axe abweicht. (Fiir die aquatorialen Haupttriigheits 
axen ware die entsprechende Annahme unzulassig^ weil ilire Lage ir 
der Aquatorebene ursprunglieh unbestimmt iat und daher durch einer 
kleinen Massenia-ansport bedentend abgeandert werden kann.) Wii 
werden also | nnd t] als klein voraussetzen und gleich 1 nehmeii. 
Grofsen wie /|, a| sind dann zu. streichen-, unsere dritte Gleichung 
ergiebt daher einfach I = G + c und unsere beiden ersten Grleichungen 
werden 

(2) C4-0)|-f, (A-C)ii~e. 

Die Eiehtungsanderung der fraglichen Hanptaxe ist hiernach auf Grund 

der in (1) angegebenen Werte von f und e bekannt. Die |, 17 konnen 
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zugleich als die durch die zugehorigen geocentriscben Winkel ge- 
messenen x und y-Koordinaten des Tragheitspoles angeseten werden. 
Multiplizieren wir | und <q mit dem Erdradius R, so erhalten wir 
direkfc die Verscniebung des Tragbeitspoles auf der Erdoberflache. 

Um ein Zablenbeispiel zu geben, wollen wir annehmen, die Masse 
m werde auf einem Meridian, den wir zur XZ-Ebene nehmen konneB, 
aus der Breite in die Breite yerscho'ben. Es ist dann 

6 -0, /-^'(siii20-8iii2e ft ) > 17-0. 
Den Ausdruck (2) fur | konnen wir so umschreiben: 



A-GA 

Die Grrofse A wiirde bei homogener MassenTerteilung durck 2JfJR 2 /5 
zu berechnen sein ; unter M die Masse der Erde verstanden; der wirk- 
lichen Massenrerteilimg entspricht aber besser der Ansatz A = MB?/3*'). 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwerfces von Aj(CA} folgfc 
darauf bin 

| = _ 456 JL (sin 20 - sin 20 ). 

Um eine Ablenkung der Haupttragheitsaxe um 1" hervorzubringen, 
ist hiernacli, wenn z. B. = 45, 6 = + 45 genommen wird, die 
folgende Masse erforderlich: 

w _ nM ___ L in- 8 M 

W ~ 180- 60.60-912" 2 U att> 

Naturlich scblagt der Pol in. demselben Sinne aus wie die Massen- 
verschiebung erfolgte. 

Zw cites Problem: Es finde eine Massenverschiebung staM, der en 
Impuls nacli Grofse und Lage im Erdkorper dwch einen ev. verander- 
lichen Vektor Ipv fiir jede Zeit gegeben ist. Es wird angenommen, dafs 
die Haupttragheitsaxen durcli diese Massenverschiebung nicht abgeandert 
werden (s. unten). Welchen Einfbufs hat die Massenverschiebung auf die 
Lage- der Rotationsaxe? 

Seben wir von aufseren Kraften ab und nehmen wir an, dafs der 
Massentransport lediglicb durcb innere Krafte tervorgebracbt wird, so 
bleibt der Gresamtimpuls im Raume konstant. Dieser bat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L + A, M + ft, JV'+j;, wenn LMN 
den Impuls der Erddrenung bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Eulerscben Gfleichungen in der folgenden Form': 



*) Vgl Helmert 1. c. II, pag. 473. 
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dt 



dt 



Wir sehreiben dafiir 



at 
** 

dt 



vL 



dt 



indem wir setzen 

A _ *L 



M 



rl + PV, N = 



dv 



Die Grofsen A ? /*, v- sind Heine Grofsen; wir konnen dalier in den 
vorstehenden Definitionsgleichungen die p, q, r durch ihre Nanerungs- 
werte ersetzen, die sie bei ungestorter Erddrehung haben wurden, 
d. h. durcli die Werte .# = 0, #=< 0, r = <a, Dadureh vereinfaehen 
sich diese Gleichungen wie folgt: 
/ A\ A ' di jk,i dik ii dv 

{ *ic ) f\ " "*" j . "~y~ G3 4i i*\ i **** * 03 A IN *"* ~t, " 

wt CCC C*C 

Die A, M, N sind hiernach ebenso wie die A, ^, v bekannte Funk- 
tionen der Zeit und die Gleichungen (3) lagsen die folgende Deutung 
zu: Unser Massentransport vom Impulse A p v beeinflufst die Erd- 
drehung in solcher Weise, als ob eine als Funktion der Zeit gegebene 
Drehkraft A M N an dem Erdkorper angriffe. 

Da wir annehmen, dafs die Lage der Hauptaxen durch den Massen- 
transport nicht beeinfLufsfc wird, diese also im Erdkorper festliegen, 
konneu wir in (3) . L Ap, M~Aq, N ~ Cr setzen; aufserdeni 
konnen wir in Gliedern, die mit den kleinen Faktoren p oder q be- 
haftet sind, r mit seinem Naherungswert oj vertauschen. Die beiden 
ersten Gleichungen (S) lauten dann: 



A?g*~(A 

(Ht 

*%-.<<> 



A, 
M. 



Die dritte Gleichung kommt ftir das Folgende nicnt in Betracht. 

Wir fassen die Gl. (5) durch Muitiplikation mit 1 und i zu einer 
komplexen Gleichung 



(6) 



(C 



(j? + iq) -f A + i M 
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zusammen und nehmien von dem Massentransport an, dafs er eiii 
periodischer sei, dafs also A 7 /*, v und daher auch A, M ? N periodische 
Funktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir naeh Yiel- 
faehen der Periode in eiue Fouriersche Reine entwickeln und ein. 
einzelnes Reihenglied fiir sich betrachten. Fur A -f- M kounen wir 
dann ganz allgemein den Ansatz machen: 



iaf 



ae 



iat 



Dem entspricht als allgemeines Integral von (6): 

(7) p + iq_ fce^' + &V*" a/ '+' de^', 

wo c die Integrationskonstante ist und wo zur Abkiiramg gesetzt 

wurde: 



(8) 



ft 
p 



CD* 



a 



i<a(G- 
a 



( iu>(CA} 2 

c ist ebenso wie vorlier a und a' im AJlgemeinen komplex. Die beiden 
ersten Glieder der rechten Seite von (7) stellen die durcli den Massen- 
transport erzwwigene Schwingung, das letzte Glied die freie Schwingung 
der Rotationsaxe dar. Erstere erfolgt naturiich im Zeitmafs des Massen- 
transporfces, letztere in der durch den Wert von fl angezeigten Periode 
yoa A. j(G A) Tagen. Setzen wir letztere nicht gleioh der Eulerschen, 
sondern gleich der Chandlerschen Periode, so berucksichtigen wir damit 
in einfaehster Weise im Sinne des vorigen Paragraphen die elastieche 
Machgiebigkeit der Hrde, die sich natiirlich auch an dieser Stelle geltend 
machen wird. 

Wie iiberall bei Schwingungsfragen stofsen wir hier auf ei ge- 
wisses Resonanzphanomen, d. h. auf eine Verstarkang der Ausschiage 
ira Falle der Koincidenz zwischen der Periode der freien und er- 
zwiiBgenen Schwiugung. Diese Koincidena tritt ein, wenn in unseren 
BeseiclmiiiBget!. K ** + /3 wird, in welchem Falle entweder ?, 5 oder 
unendlich grofs wird. Wir messen die fiir eine gewisse Erequenz ein- 
treteade Verstarkuag am besten durch den Vergleich mit einer sehr 
langsamen Schwingung (a = 0). Nach (8) ergiebt sich. fiir den Koeffi- 
sienten 1> feei sehr geringer Frequens bez. fiir das Veiiiiilfcais dieses 
Koeffiaienten bei beliebiger und bei geringer Frequent: 

fe "" 1 J 
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(Dieselbe Formal gilt fur den Koeffizienten V, wem wir 4 mit - 
vertauschen- die folgenden Bemerkungen, die wir an den Wert von & 
ankntipfeiK ergeben sich ebensowobl aus der entsprechenden Formel 
fdr &', wenn wir negative Frequenzen a betraehten, also dem Massen- 
transport den umgekehrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Massentransport die Periode ernes Janres undnehmen 
wir als Periode der freien Schwingung, wie verabredet, die Chandiersche, 
so wird a//3 = 14/12 und (vom Yorzeichen ahgesehen) & a /6 == 6. Der 
Umstand also, dafs die jaMiche Periode nicU sehr weit von der natur- 
lichen Periode der Polschwankungen entf&rnt ist, ~hat em Folge, dafs 
em Massentransport von jdlirlicher Periode eine sechsmd sttirlcere Al- 
lenkung hwoorbringt, als ein Vorgang, der dieselbe Drelikraft , aber in 
unendlich verlangsamter Zeitfolge auf die Erde ub&rtragt- Hat der 
Maseentransport andrerseits eine sehr birze Periode,. (a sehr grors), so 
wird /0 grofs und IJ\ klein. Z/B. wollen wir uns auf den an 
sich bedeutenden Massentransport beziehen, der relativ zur rotierenden 
Erde mit halbtagiger Periode in der Erscheimmg der Ebbe und Flut 
auftritt*). Hierbei ist K/p rund gleich 840 und bj\ rund gleich 1/840. 
Ein Massenfransport von so kurzer Periode Iringt also lei gleiclier Grofse 
der iibertragenen Dreli/craft yegenifber einem geitlich unendlich wrlangsamten 
Tramporte nur eine verschwindend Jdeine Wirkung auf die Itotationsaxe 
Jiervor. Das Massensystem der Erde ist eben zu trage ; urn den Ein- 
wirkungen von ganz kurzer Dauer folgen zu ko'nnen; es folgt einer 
Storung urn so williger und ergiebiger, je naher die Storungsperiode 
der natiirlichen Periode der Polschwankungen liegt. 

Ubrigens tritt dasselbe Resonanzphanomen auch auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses lediglich die indirekte Wirkung des 
Massentransportes, d. h. seinen Eiuflufs auf die Massenverteiluug in 
Rechnung setzen, indem durch einen periodischen Massentransport auch 
der Tragheitspol der Erde in periodischer Weise verlagert wird und 
hieraus eine um so starkere Schwankung des B-otationspoles entsteht, 
je naher die Periode des Massentransportes der natiirlichen Periode 
der Polschwankungen liegt Wir werden unten in einem dritten Problem 
hierauf zurtickzukommen Gelegenheit haben. 

Durch den geringen Unterschied zwischen der jahrlichen Periode 
der meteorologischen Massentransporte und der freien Schwingunga- 
periode des Poles ist jedenfalls die Moglichkeit gegeben, dafs ein ver- 
hiiltnismafsig schwacher meteorologischer Massentransport eine ver- 

*) Allerdinga handeit es sieli hierbei um einen durch aufsere Krafte (Mond- 
anziehung) bewirkten Masaentransport, fux velchen die gegenwartige Auseinander- 
setzung nicht unmittelbar gilt. 
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haltnismlifsig starke Poischwankung zur Folge liaben kann, eine Mog- 
Hchkeit, die bei dem Studiurn der Polschwankungen von jahrlicher 
Periode im Auge zu behalten ist. 

Es giebt eine Klasse yon Massentransporten, bei denen die tier 
fiir sich behandelte Wirkung auf den Impuls thatsaehlich gesondert aiif- 
tritt und die Wirkung auf die Massenverteilung in Fortfall kommt. 
Wir sprechen von , ; cyklischen Massentransporten", wenn die verschobeae 
Masse sofort von neuer Masse derselben Diehtigkeit ersetzt wird. Ersichfc- 
licii giebt ein cyklischer Massentransport zu einer TJmlagerung der Haupt- 
tragheitsaxen keinen Anlafs. ; wahrend er andrerseits deu Impuls der Erd- 
drenung nach Mafsgabe seiner Geschwindigkeit und Ergiebigkeit beein- 
flufst. Diese Falle lassen eine sehr elegante Behandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Massentransjportes in Bezug auf den 
Erdkorper konstant bleibt; sie sind von V. Volterra*) in einer Reihe 
von Abnandlungcn untersucht worden. 

Bisher ist es indessen nicnt gelungen, reale cyklisclie Massen- 
transporte von liinreichender Intensitat oder hinreichender Dauer nach- 
zuweisen, die einen merklicken Emflufs auf die Polscliwankungen haben 
konnten. Namentlicli scneint der Versucb. nicnt aussicbtsvoll, mit Vol- 
terra auch die Polschwankungen der Cbandlerschen Periode aus diesem 
Erkliirungsgrunde abzuleiten. Die cyklisclien Bewegungen, welche Vol- 
terra postulieren mufs ; um zur Chandlerschen Periode zu gelangen, sind 
rein hypofcb.etiscb.er Natur und werdeu durch die geophysikalischen Er- 
fahrungen nicht wahrscheinlich gemacht. TJberdies werden wir im Fol- 
genden sehen, dafs die direkte Wirkung eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirkung auf die Haupttragheitsaxen 
im Allgemeinen zurftcktritt, dafs also ein nicht -cyklischer Massen- 
transport die Erddrehung im Allgemeinen mehr beeinflufst, wie ein 
cyklischer von gleicher Starke. Deshalb scheinen die Volterra'schen 
Untersuchungen mehr ein allgemeines mathematisches wie ein unmittel- 
bares geophysikalisches Interesse zu haben. 

Rein theoretisch ; ohne Rucksicht auf geophysikalische Fragen, 
war die Bewegung eines Kreisels, in dessen Innerem eine cyklische Be- 
wegung vor sich geht, schon frtiher von A. Wangerin**) behandelt worden. 



*) Aatronora. Nachr. Bd. 138 (1896), pag. 33; Atti d. E. Accademiu di Torino, 
Bd. 30 und 31 (1895). In deraelbon Eichtung liegen die ErMutorungen von G. 
Peano, ibid. Volt err a fafst seine TJntersuchtmgen zusatamen in Acta Mathe- 
matica Bd. 22 (1898). 

**) Halle 1899, UniverBitateschrift. Das Problem ist in mathematiscb verall- 
gemeinerter Form aufgenommen von V. Volterra, Rend. d. E. Aocademia dei 
Lincei (5) Bd. 4 (1895) und von E. Jahnke, Liouvilles Journal (5) Bd. 5 (1899). 
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Indem wir jeizfc noch die bei unserem ersten und zweiteu Problem 
gegebenen Entwickelungen zusammenfassen, beriicksichtiigen wir uuu- 
zugleicli die direkte Wirkung auf den Irnpuls und die indirekte Wir- 
kung einei-f Massentransportea auf die Massenverteilung der Erde. Wir 
stellen uns dementsprechend das folgende 

JDritte 'Problem; Eine Masse m werc/ von einer Anfangslage, X Y Q %a 
cms in lestimmtcr Weise auf der Erde verschoben, so dafs ihre Koordi- 
naten X, Y } Z gegen den ErdJcorper bekannte, im Besonderen periodische 
FunMoneri dw Ztit sind. Hi&rdurch wird der Tragheitspol der Erde in- 
lestimmter Weise abgelenU und es wird glvichzeitig. der Imptds der Erd- 
drdmny in soldier Weise leeinflufst, als oh auf den Erdkorper eine ~be- 
stmmte Drehkraft AMN wirkte. Es solUn die Differentialgleichunffen 
der Drehbewegung aufgesteUt und integriert werden. 

Aus den als Funktionen von t gegebenen Koordinaten X, Y f Z von. 
m berechnen wir zunachst den Verschiebungsiiripuls von m t namlich 

den Yektor v , , 

mX, mYj mZ 

und' nieraus die Momente dieses Vekfcors um die Koordinaienaren, 
welche die nach denselben Axen genommenen Komponenten des Dreii- 
impulses des Massentransportes werden, namlich. 
(10) A-m(rZ'-ZF), t i = m(ZX'-XZ') > v-m(XT f -TX f ). 
Die Bewegung des Erdkorpers wird, unter der Annahme daf 
aufsore Kraffce niciifc vorhanden sind, aach wie vor durch die Qlei- 
cliungen (3) dargestellt, in denen die A, M, N aus den soeben an- 
gegebenen ^ ^, v hinreichend genau mittels der G3. (4) bereelmet 
werdea konnen. In der That gelten die Gl. (3) von pag. 712 . O der 
die GL (2 1 ) von pag. 140, aus denea wir jene folgerten, fur eia be- 
liebiges im Kreisel festes rechtwinkligea Asensystem, gleicLviel o]> 
dasselbe das System der Hauptkagheitsazen ist oder nichfc. Im Gegen- 
satK zu den Befcraiihtimgen bei unserern zweiten Problem sind urisere 
Koordinatenaxea jefet nichfc mekr Haupttragheiteaxen; nebraen wir etwa, 
an, da& sie es zu .infang der Bewegung waren, so verlieren sie diese 
E^genschaft in dem Mafse, wie der Tragheitspol durch den Massan- 
transport abgelenkt wird. Infolgedeasen treten an die Stelle der eiu- 
fachen Be^iehungen L - Ap,M~At[,N= Or die aUgemeinen 01. (2) 
von pag . 95 fur den Zusammeniumg zwischen Impuls- und Roistions- 
vektor, die wir mit Eucksichi auf die Definition der Grffen abc, 
efg in Gl. (1) folgendermaTsen schreiben konnen: 
L 
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Wir berueksiektigen, dafs die a b c, efg,$>q Heine Grofsen sind und- 
konnen daker wie folgt vereinfacken: 

Diese Werte kaben wir in die Gl. (3) einzutragen. Aua der dritten 
dieser Gleickungen folgt zunackst, dafs (im Gegensatz zu r selbst) 
dr/dt eine Heine Grofse wird, was man ubrigens auck daraus ent- 
nekraen konnte, dafs die ungestorfce, ursprftnglicke Bewegung in einer 
gleichformigen Rotation r = co const, bestand. In den beiden ersten 
Gleickungen (3) vernaeklassigen wir ferner alle diejenigen (Hieder, die 
von der zweiten Ordnung in den kleinen Grofsen werden und ersetzen 
in den Gliedern erster Ordnung r durck seinen Nakerungawert o. So 
ergiebt sick 



(12) 



A 



wo zur Abkurzung gesetzt ist: 



(13) 



de 



Die Gleicbungen (12) haben. durchaus dieselbe Form, wie die Gl.(5); 
die A', M' liier sind, ebenso wie die A, M dorfc, bekannte Funktionea 
der Zeit ; wenn der Masseutransport iu seiner AbLfrngigkeit von der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
Impuls und die in direkte Wirkung des Massentransportes zusammen 
und laasen sick aberruals deuten als eiue seheinbare, auf den Erd- 
korper wirkende Drekkraft. Bemerkensweorfc ist nock der folgende 
analytiscke Ausdruck. dieser sckeiribaren Drekkraft, der sick unmittel- 
bar aus den Definitionsgleickungen (4) und (13) von A, M und A', M' 
ergiebt: 



A' - 



M' * 






/ \ /i y\ 

j-: (ffc &e) JO (A G)/j. 

Man kat also, uni neben der direkten die indirekte Wirkung des Massen- 
transportes za beriicksicktigen, A, fi. einfack durck l wf, p ioc 
zu eraetzen, 

Die weitere Bekaudlung der GL (12), ikre Integration nnd die 
Diskussion ikrer Losungen untersckeidet sick in nickhs von der obigen 
Bekandhmg der GL (5); insbesondere findet auck jetet die oben betonte 
Resonanzwirkung statt, wenn der Massentransport periodisck ist nnd. 

Klein-Sommerfeld, Jfreiselbeweguug-. 111. Auf). 46 
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seine Periode der Periode d e r freien Schwingungen der Erdaze nahe 

Il6gt Wir wollen hier zunachst die Frage entscheiden, ob bei emem 
periodischen Massentrtosport die direBe oder die indirekte Wirkung, 
d. h die Wixkung auf den Impuls oder die auf die Massenverteilung die 
bedeutendere ist ; um von da aus m einer fur die Zahlenrechnu^g 
nfitzlichen weiteren Vereinfachung der Gl (12) zu gekngen Wrr 
brauchen zu dem Zwecke nach den Gleichungen (14) lediglich das 
Yerhaltnis der Grofsenpaare A, p und o/", &e zu prufen. 

Das Gesetz, nach welchem der Massentransport im Erdkorper 
zeitlich ablauft, moge durch die folgenden, moglichst bequem ge- 
wahlten Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden: 



Die fraglicae Masse pendelt hiernach um ihre Anfangs- und Mittellage 
XsY Z Q in der Periode 2x/K hemm. Wir berechnen nach (1): 

e 
und nach (10): 

* = 

BKemach ergeben sich die Verhaltnisse 
1 & COB ttt jt_ 

Oof**" ~m ~a ain at f toe 

ITber die AmpHtuden a und & wollen wir nichts Naheres aussagen; 
wir werden aber annehmen, dafs sie etwa von gleicher GrSfsenordnung* 
sind. Dann wird die Grofsenordnung der vorstehenden Verhaltnisae 
im Mittel durch den Faktor cc/as gegeben. Nun sind die Grofsen cc 
und a umgekehrt proportional der Periode des Massentransportes bess, 
der der Erddrehung. a/ro wird daher gleich der reziproken Anzahl 
von Tagen ? welche auf die Periode des Massentransportes kommt. Wir 
sahen bereits, dafs nur Massentransporte von solcher Periode, die dear 
nattoliehen Periode der Polschwankungen nahe liegen, einen starken 
Einflufs auf die Polschwankongen ausilben kb'nnen. Deshalb ist fttr 
alle Massentransporte die uns interessieren, /co eine kleine Zahl, ffir 
die meteorologischen Massentransporte beispielsweise gleich 1/365. 
Es folgt hieraus, dais fai diesen Massentransporten die direkte Wirleunff 
gegenub&r der indirekten sehr erhebUch euruckbrttt, sodafs wir in den 
Gl. (14) K und /* gegen toe und tof streichen konnen. Gleichzeitig 
werden wir auch dfjdt gegen coc und de/dt gegen &f streichen kSnnen, 
weil das Yerhaltnis dieser Grofsenpaare der Grofsenordnung nach aber- 
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mala durch den Wert ct/cj bestimmt wird. Die Gl. (14) vereinfachen 
sich auf Grand dieser VernacKlassigungen zu 



wofiir wir auch nach Gl. (2), indem wir die Winkelablenkungen der 
Hauptaxen einfiihren, schreiben konnen: 

Diese Vereinfachung ist hier auf Grund einer sehr speziellen An- 
nahme liber den Massentransport abgeleitet. Man ubersieht aber leicht, 
dafs auch bei allgemeinerem Ansatz, wenn man die X, Y, Z je dureh 
eine Fouriersche Reihe gibt, auf deren erste Glieder wir uns oben 
beschrankt haben, ahnliche Schliisse moglich sein werden, dafs namlich 
auch dann bei den Gliedern von langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrehung) der durch die Anderung der MassenTertei- 
lung bedingte, indirekte Einflufs iiberwiegt, wahrend bei den Gliedern 
von kurzer Periode (d. h. kurz gegen die Periode der freien Schwingung 
der Erdaxe) sowohl der direkte Einflufs auf den Impuls wie jener in- 
direkte Einflufs auf die Erddrehung unbedeutend wird. Nur bei stofs- 
weisen Massentransporten diirfte der direkte Einflufs ausschlaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob solche Massentrans- 
porte von betrachtlicher Starke in Wirklichkeit vorkommen. 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleichungen (12) 
ein, so lauten dieselben: 

dp A C , -v 

___ ^ /,_^,^ 



(16) 



A 

GA 



dt 



so 



Hier wollen wir noch neben den Koordinaten | ? v\ des Tragheitspoles 
die ebenso zu messenden Koordinaten des Rotationspoles einfiihren, 
welche w, v heifsen mogen. Die u f v sollen die Richtungskosinus der 
Rofcationsaxe gegen die Koordinatenaxen X und Y bedeuten, also 
gleich sein p/r be25. q/r, wofiir wir auch hinreichend genau p/o bez. 
g/cj nehmen konnen. Benutzen wir aufserdem wie in Gl. (8) fiir die 
Frequenz der freien Schwingung der Erdaxe die Abkiirzung 
werden unsere Gleichungen: 

du 

(17) 

Sie besagen einfach, dafs der Rotationspol in jedem Augeriblicke urn 
den Trdgheitspol mit der Wirikelgeschwindigkeit $ umgedreht wird. Der 

46* 
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Sinn der Drehung stimnit mit dem der Erddrehung iiberein; das 
Koordinatensystem ist so gewanlt zu denken, dafs die positive X-Axe 
auf kiiraestein Wege iu die positive y~ Axe dureh .die Erddrehung 
ubergefiilirt wird. 

Zum Zwecke der Integration fassen wir die GL (17) :in die kom- 
plexe Form zusammen: 

(18) - d(u + iv} =ip((u + iv)-& + i^ 

und nehmen an, dafs infolge von Massentransporten der Tragheitspol 
eine elliptisehe Schwingung uni seine rnittlere Lage ausfiihre. Wir 
konnen dann fur | + iy ahnlich wie friiher fiir A -f- t'M den Ansatz 
machen: 

(19) I + in = ae iat 4- a'e~ iat . 

Dem entspricht als zugehoriges partilmlares Integral von (18) 7 welches 
die dureh den Massentransport erzwungenc ScKwingung des Rotations- 
pols daretellt (von der freien, in der Periode 2x/fi = 14 Monaten 
erfolgenden Schwmgnng konnen wir absehen): 
f u + iv be ittt + Ver iat t 



Grl. (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptisehe Schwingung dar. ' 

Um die gegenseitige Lage -and Gro'fse beider Ellipsen bequem zu fiber- j 

sehen, konnen wir die Koordinatenrichtungen so gewahlt denken, dafs f 

sie mit den Hauptaxen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a j, 

und a und nacli (20) auch b und ~b' reell. Nennen wir die Hauptaxen f 

der beiden Ellipsen bez. h, k, H f K f so konnen wir statt (19) und (20) 
schreiben: 

(19') -f. ^ = k cos at + S sin net, h a -\~ a } k == a a, 
(20') + = Hcosat + ijKawut, H= b + 6', JT= b - V, 
Man erkennt hieraus, dafs der Richtung nach die Hauptaxen beider 
Ellipsen zusammenf alien; was ihre Grofse betrifft, so ergiebt sich aus 
(20) und der Definition der h, lc,H,K: 



Es ist dabei zu beachten, dafs die H, K mifc Vorzeichen zu rechnen 
sind und dafs man auch der Grofse h ev. das negative Vorzeichen bei- 
zulegen hat, urn erforderlichenfalls den richtigen Umlaufssinn des 
Tragheitspoles dureh (19') sum Ausdrack zu bringen. Die Umkehrnng 
der Gl. (21) liefert 

(22) h~H~jK, k-K-~H. 
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Es mogen zunachst einige Zahlenbeispiele und Figuren folgen. 
Wir nehmen dabei an, dafs der fragliclie Massentransport meteorologi- 
schen Ursprungs sei, also die Periode eines Jahres habe. Als Periode 
der freien Schwingung selien wir, um der Elastizitat des Erdkorpers 
Rechnung zu tragen (ygl. pag. 713), die Chandlersche an. Dann wird 
rund a//3 = 7/6. Der Tragheitspol racge eine geradlinige Schwingung 
ausfiibren, es sei also z. B. & und -17 =. fc sinatf. Aus (21) er- 
giebt sich. 

JJL ===:z "~"~ "~ A/ ===: ~~~ O*^J ft' * -tl. ^^ "~~" "T^r" fC === """" & j\3 A/ 

j-fy 1*J 

und aus (20') 

u == 3,2 Jo cos Kt f v ~ 2,8 Jo sina^. 

Dieser Fall wird durch Fig. 107 a veranscbaulicht. Wir liaben dabei 
entsprechende, d. h. zu gleicher Zeit von dem Tragbeitspol und dem 
Rotationspol inne gebabte Punkte mit gleicben Zaalen bezeichnet. 

In Fig. 107 b 1st binsicbtlich der Babn des Tragneitspoles an der 
vorigen Annahme festgehalten. Dagegen haben wir, wie es fur einen 





Fig. 107k 

absolut atarren Erdkorper angemessen ware, als Periode der freien 
Schwingungen die Eulersche gewahlt. Es wird dann //3 == 5/6 und 

f~r v\) ~t *~\ f -| -jrjr vD rt <TI T 



M s= 4- 2,7 k cos , v = 4- 3,3 k 

1 / 7 ' s 

Beide Figuren 107 bringen die wiederholt hervorgehobene Eeso- 
nanzwirkung zum Ausdruck, vermoge deren die Bewegung dea Eotations- 
poles bei nicht sehr versehiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Sehwingung wesentlich ausgiebiger wird, ais die des Tragheitspoles. 
Dafs sich in Fig. 107 a der Rotationspol auf der entgegengesefczfcen, in 
Fig. 107 b auf derselben Seite wie der Tragheitspol beflndet (entgegen- 
gesetzte bez. gleiche Phase hat), entspricht einein allgemeinen Schwingungs-- 
gesetz; entgegengesetzte Phase tritt stets iin Falle >/3, gleiche Phase 
im Falle < /3 ein. Den Ubergang zwischen beiden EUipsen ver- 
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mittelt der Fall a = ft, wo unsere Ellipse (s. 61. (21)) in emeu Kreis 
von unendlich grofsem Radius iibergeht Im Palle a = (unendlich 
lange Periode, sakularer Massentransport) artet die elliptische in eine 
geradknige Schwingung aus, indem (vgl. (21)) #=== 0, K^lt, wird; 
der Eotationspol folgt dann genau der Bahn des Tragheitspoles. Irn 
Falle cc = oo (unendlich rasche Schwingung) vermag der Rotationspol 
der Einwirkung des Massentransportes iiberhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) If= JST = 0. Denkt man sich in Fig. 107 b die in eine Gerade 
ausgeartete Ellipse des Tragheitspoles durch eine kontinuierliche Folge 
von sich erweiternden Ellipsen, zu. denen auch die in dieser Figur 
konstruierte Ellipse des R-otationupoles gehort, in den unendlichen Kreis 
iibergefuhrt und in Fig. 107 a diesen durch eine kontinuierliche Folge 
von sich verengernden Ellipsen, deren eine mifc der in dieser Figur 
verzeichneten Ellijpse ubereinstimmt, in den Koordinatenanfangspunkt 
zusammengezogen j so hat man das Gesamtbild der moglichen. 
Bahnen des Rotationspoles bei beliebigen Werten des Verhaltnisses //5 
vor sich. 

So ubersichtlich liegen indessen die Verhaltnisse nicht rnehr, wenn 
wir die Bahn des Tragheitspoles selbst als elliptisch ansetzen, also der 
soeben betrachteten geradlinigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
rechte und in der Phase gegen jene verschobene Schwingung hinzu- 
filgen. Dann kann es insbesondere vorkommen, dafs der Eesonanz- 
effekt in gewisser Weise durch Interferenz verdeckt wird-, die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lagen beider EUipsen ; die nach den 61. (21) 
inoglieh sind, wird dann aufserordentlich gi?ofs. 

Nach Erledigung der vorangestellten drei Probleme kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorliegenden realen Verhaltnisse, insbesondere 
auf den un Anfang dieses Paragraphen besprochenen Luftmassentraus- 
port zuriick Wie Herr Spitaler auf Grund der Luftdruckkarten (durch 
mechanische Quadratur fiber die Erdoberflache) berechnet, wird durch 
den Lufttransport der Tragheitspol abgelenkt 

im Januar um 0",055 nach 100 westl. v. Gr. 
Juli 0",041 68 ostl. v. Gr. 

Der Tragheitspol schlagt also zu jenen beiden Zeitpunkten uni an- 
nahernd gleiche Winkel nach annahernd entgegengesetzten Meridiaueii 
hm aus. Durch spater hinzugekommenes Material wurde Schweydar* 
in den Stand gesetat, die Lage des Tragheitspoles fUr jeden Monat zu be 
rechnen. Es zeigt sich, daB der Tragheitspol mit grofier Annaherunj 
eine hneare Schwingung in ost-westlicher Richtung mit der Amplitude 

*) Berliner Akademie 1919, S, 357. 
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0,05" ausfiibrt. Die genauere Bahn zeigt Fig. 108. In Fig. 107 hatten 
wir bereits die Bahn dea Rotationspoles dargestellt, die einer gerad- 
linigen Schwingung des TrSigheitspoles entspricht; man hat dort die 
y-Axe als OW-Richtung zu deuten. Die 1 Integration war dabei in solcher 
Weise eingerichtet, dafs der Rotationspol die gleiche Peripde zeigte 
wie der Tragheitspol, namlich die Periode eines Jahres; d. h. es war 
der rein erzwungene Bestandteil dor Beweguog herausgesebalt worden. 
In mathematischer Hinsicht bedeutet dies eine passende Wahl der 
Integrationskonstanten, in physikalischer Hinsicht, dafs die Schwingung 
des Tragheitspoles seit unendlich langer Zeit bestanden und die Be- 
wegung des Rotationspoles dieser vollkommen sich angepafst hat. 

Die allgemeine Bewegung ergibt sich, wenn man dieser erzwungenen 
Teilbewegung eine beliebige freie Chandlersche Nutation uberlagert. 
Eine solche tFberlagerung entsteht, wenn zu irgend einer Anfangazeit ein 
einmaligerlmpuls den Rotationspol aus seiner erzwungenen Bahn en tternt. 
In alien solcnen Fallen geht die einfache Ellipse in eine komplizierte 
Figur iiber, die sich als 
Suunnationsergebnis der 
freien und erzwungenen 
Schwingungauffassen lafst. 
Herr Schweydarzeichnet 
Lc.eine solche Figur, indem" 
er zum Anfangspunkte der 
Integration speziell den 
Nullpunkt, d.h.denMittel- 
punkfc der Ellipse wiih.lt. 
Die Figur bekommt dann ein spiralforroiges Aussehen, ahnlich wie unaere 
Darstellung 104 der beobachteten Polacnwankungen. 

Was die quantitativen Verhaltnisse betrifft, so haben wir nach Fig. 108 
in Fig. 107 a diedortigeEntfernung01==03==0,05"anzunehmen, und dem- 
entsprechend auch die Constante in den Forineln (21) (22) von S. 720 gleich 
0,05" anzusetzen. Daraus ergeben sich nach S. 72 1 die Halbaxen in Rich- 
tung NS und W H - 3,2.0,05" - 0,16", K - 2,8.0,05" - 0,14". 
Die hierdurch festgelegte Ellipse ist mit unserer Figur 105 b zu ver- 
gleichen. Auch hier scheint der.NS-Ausschlag jffetwas grofser zu sein als 
der OWAusschlag K-, die Figur ist eingeschlossen in ein Rechteck 
von den Seitenlangen 0,32" in Richtung NS und 0,24" in RichtungOW; 
die dementsprechenden Maximalamplituden 0,16" und 0,12" stimmen 
fast genau init unseren theoretischen Werten iiberein. 

Alles in allem hat man zu der Annahme guten Grund, dafs der 
jahrliche Bestandteil der Polschwankungen aus meteorologischen Massen- 
transporten befriedigend zu erklaren ist. 

Nicht so giinstig stehen die Aussichten fiir die Erklarung des in 
Fig. 106 dargestellten Restbetrages von unperiodischen Polschwankungen. 
Sakulare Massenveranderungen von einigermafsen wahrscheinlichem Be- 
trage geben meist nur sehr kleine Einwirkungen auf den Tragheita- 
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und den Rotationspol*). Auch macht die allgemeine Gestaltung von 
Fig. 106, soweit wir derselben iiberhaupt reale Becleutung zuspreclien 
konnen ; den Eindruck, als ob es sick bei den unperiodiseken Pol- 
scliwaakungen melir urn kiirzere Zeit ankaltende und dann im um- 
gekehrteu Sinne wirkende Stornngen kandelt. 

Storungen dieses Ckarakters wiirden sicli in unserer obigen Be- 
zeichnung als direkte Einfliisse auf den Impuls der Drekbewegung 
ergeben, ween eine Massenverscniebung auf der Erde ziemlich plotzlick 
eingeleitet wird und alsdann "wieder zur Ruhe kommt, so dale der 
Impuls der Massenverscliiebung erst erzeugt und naehher wieder ver- 
nicntet wird und die korrespoudierende Impulsanderung der Erddreliung 
zuerst im einen und alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indesseu durchaus keinen Ankalt zu der Annahme kaben ; dafs 
derartige Massenverschiebungen von hinreichender Starke auf der Erde 
moglich sind, so halten wir es fur nutzlos, die soeben angedeutete 
Vorstellung weiter auszufiiliren. 

Hinsichtlich der allgemeinen analytisclien Entwickelungen dieses 
Paragraph.cn sei noeh hervorgehoben, dafs die fur die Behandlung des 
Erdkorpers von variabler M'assenverteilung grundlegenden Gleicliungen 
(3) unniittelbar aus unserer Auffassung der Eulerschen Gleichungen 
entsprmgen, aucli fiir den Fall, wo die Koordinatenaxen nicbt Haupt- 
axen des Erdkorpers sind oder bleiben. TJnter Festhalten an den einmal 
gewahlten Koordinaten gelangten wir dann durch. blofse Spezialisierung 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfachsten Grleichungs- 
form (17). In der Litteratur wird das Problem ain eingehendsten von 
G. H.Darwin**) behandelt. Darwin legt dabei als Koordinatenaxen 
nicht wie wir im Erclkorper feste Axen, sondern die im Erdkorper 
beweglichen jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleichungen (17). Die der Fig. 107 b zu 
Grunde liegenden Recnnungen sind zuerst von R. Radau***) gegeben 
worden, weslialb die Ellipse jener Figur gelegentlicb. als Radau 'sclie 
Ellipse bezeichnet wird. Unter allgememeren Voraussetzungen disku- 
fcierfc F. R. Heimertf) den Zusammenliang zwischen der Ellipse des 
Tragneitspoles uud des Rotationspoles. 

Unsere Darsteilung der Polscnwankungen wiirde aber unvolistandig 
sein, wenn wir nichfc neben den hinsiclitlick des Rotationspoles cenfri- 

*) Vgl. Tisaerand, Mdcaniq^ue cdlestell, Chap. -29, arh.208 undChap.30, art.218. 

**) CT. H. Darwin: On the influence of Geological Changes on the Earth's 

Botation. London, Phil. Trans. 1G7 (1877), mit eincm Aahang von Lord Kelvin. 

***) R. Radau , Comptea Rendus 111 (1890) und Bulletin Astronomique 7 (1890). 

t) F. R. Helrnert, Astronorn. Nachr. 126 (1891), Nr. 3014. 
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fugalen Wirkungen der Massentransporte tioch gewisse c 
Teni.lenzen erwahnen wiirden, die durcli Auftreten von Reibungsein- 
flussen veranlafst werden und die in gewisser Weise die Beweffune des 

O DO 

Rotationspoles beruhigen und vereinfachen koimeii, so wie jene die- 
sell^ storen und komplizieren. 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche Elibe und 
Flui mit sich bringt und zwar Kunachst die gewohnliehe durcli Mondr 
oder Sonnenanziehung hervorgebrachte. Bchon Immanuel Kant hat 
1754 das Vorhandensein einer solchen Reibung betont und hat daraus 
die Nofrwendigkeit einer sakulareh YerlJiiigerung des Sterntages ab- 
geleitet, Wie, diese Reibung ira Eiuxelnen znstande kommt, brauchen 
Avir hier nicbt zu erortem*); fiir unsere Zwecke genugt die folgende, 
efcwas groteske Vorstellimg : Auf der mit Wasser bedeekten Erdoberftache. 
sind an den diametralen Enden eines Durclimessers die beiden Plutberge 
angehanft-, die Erde rotiert unter ihnen fort, wahrend die Flutbergo selbst 
stillstehen be55. nach Maisgabe der Mondbewegung ilire Stelie verhiiltnis- 
mafsig langsam verandern. Sie (ibortragen dnrch die Viscositat des an 
der Erde haftenden Wassers ein Drelimoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau im augenblicldichen 
Aquator der Erde fest stiinde und die Symmetric der Flutbewegung durcli 
die Ixontinente niclit gestort ware, wiirde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblicldichen Rotationsaxe iibereinstimmen und seine GrbTse 
der Grofse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestmiinung des Drehinomentes der Flutreibung 
wollen wir dann als annahernd und ini Mittel allgeineingiiltig ansehen. 
Wir konnen etwa die beiden Fintberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vergleichen, die sich an das rotierende Rad anlegen 
und dessen Uradrehung verlangsamen, 

Die weitere Verfblgung des Einflusses der Flutreibung ist hier- 
dureh auf ein Kreiselproblem zuriickgefiihrt, welches bereits in Kap. VII, 
7 als Problem de Luffcwiderstandfls behandelt wurde: Ein sonst 
Icriiftefreier Kreisol Bteht nnter tlem Einflui's einer Drehkraft, deren 
Axe die augonblicklicho Drehungsaxe ist und deren Qroise der augen- 
blicklichen Rotation negativ proportional ist. Wir sahen, dafs bei 
einem solchen Kreisel die Rotation allmahlich erlischt und dais gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotiach und spiralig mit der Axe des 
grofsten Haupttriigheitsinomentes sich zu vereinigen atrebt (vgl. pag. 588 
und die Figur von. pag. 589). Bei der Erde ist die Axe grofsten 

*) Vgl. hierzu Kap. 16 und 17 den Werkes von G. H. Darwin, auch wegen 
weiterer Litteratur. InebeBondere sei nock auf die dort er6rterteii \Vberr ascheudea 
koamogoiiiaclien Wirkungen der Gcaeitenreibung hingewiesen. 
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Tragheitsmomentes die polare Haupttragheitsaxe. Es konnte also 
scheinen, dafs wir in dieser Flutreibung eine die Polschwankungen 
ausgleichende und dampfende Wirkung haben und dafs wir es dieser 
Wirkung verdanken, wenn trotz temporarer Storungen der Kotationspol 
im Mittel dem Tragheitspol erfahrungsgeiuafs so nahe bleibt. 

Indessen lehrt eine Zahlenrechnung, dafs diese Wirkung ganzlich. 
zu vernachlassigen ist. Wir kniipfen dabei an Grl. (1) und (6) von 
pag. 587 und 588 an. In Gl. (6) bedeutete /3 den Winkel, den die 
augenbliddiche Rotationsaxe mifc der Axe grofsien Hauptiragheits- 
momentes zur Zeit t einschliefst, /S denselben Winkel zur Zeit t 0. 
Indem wir uns anf kleine Winkel /?, /3 beschranken, konnen wir 
GL (6) schreiben: 



wo s (rand gleich 1/300) wie friiher die Elliptizitat der Erde be- 

deutet. Nach der angezogenen GL (1) ist andrerseits: 

u 
"a 



Beide Gleichungen zusammengefafst ergeben 



Wahrend also die Flutreibung eine ursprunglich vorhandene Ablenkung 
/? der Rotationsaxe auf die Halfte ihres Betrages reduziert n3 == /3 ) f 

reduziert sie gleichzeitig die urspriinglich vorhandene Erdrotation r 
auf den Bruchteil 

/ ^ \ 1 /e -4 

o- oo JL . i A- 90 



ihrerselbst. Mit anderen Worten: Die Erdrotation miifste vermoge der 
Flutreibung leretts so gut wie vollstandig zur Ruhe geJcommen sein, ehe 
die Halfte einer ursprunglich vorhandenen AU&ikung der Rotationsaxe 
ausgeglicluw ist. In solcher Weise aufgefafst kommt also die Flut- 
reibung fur die Frage der Polschwankungen iiberhaupt nicht in Betracht 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewohnlichen Mond- oder 
Sonnenflut, vgl. pag. 714) und kann auch nicht (vgl. pag. 593) zur 
Erklarung sakularer Anderungen der Rotationsaxe, wie sie in der 
Geologie haufig postuliert worden sind, herangezogen werden. 

Indessen giebt es noch eine andere Art Fluten und eine andere 
Art Flutreibung, welche in wirksamerer Weise den Rotationspol nach 
dem Tragheitspol zurucklenken dlirften, namlich diejenigen Fluten, die 
durch die Polschwankungen selbst hervorgerufen werden (vgl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den vierzehnmonatlichen Bestandteil dieser Fiuten 
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erwahnten). Auch diese .Fiuten warden mit Reibung verbunden sein 
und zwar kann man sich vorstellen, dafs die Reibung tier der Anderung 
der Botationsaxe entgegenwirkt . und dafs ihre Axe auf der Rotationsaxe 
senkrecht steht, wahrend die Reibung bei der gewohnlichen Mond- und 
Sonnenflut von der jeweiligen Grofse der Eotation selbst abhangt und 
ihrer Axe nach mit der jeweiligen Rotationsaxe susammenfattt. 

Wollen wir uns von dem Zustandekommen dieser Fiuten eine 
moglichst ernfache, wenn auch wieder etwas rohe Vorstellung bilden, 
so konnen wir folgendermafsen sagen: Die Lage der Rotationsaxe im 
Erdkorper zu einer gewissen Zeit sei durch die Grofsen p, q } r ge- 
geben; dieser Lage entspricht, wenn von der Einwirkung der Konti- 
nente abgesehen wird, eine Anordnung der Wasserbedeckung, bei 
welcher letztere einen Flutgilrtel um den zur Rotationsaxe senkrechten, 
augenblicklichen Aquator bildet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durch p -\- p'dt, q + q'dt, r -f r'dt; 
der Flutgiirtel legt sich jetzt um den nunmehrigen Aquator herum 
und ist gegen seine vorherige Lage gedreht. Wir fuhren ihn aus 
seiner ersten in seine zweite Lage iiber, indem wir ihn um die gemein- 
same Senkrechte zur ersten und zweiten Lage der Rotationsaxe drehen 
und zwar durch einen Winkel, welcher dem Ablenkungswinkel der Rota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flutreibung wirkt dieser Drehung entgegen; 
wir nehmen der Einfachheit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drehung erfolgt, und der 
Grofse der Drehungsgeschwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung berechnet sich dann durch die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 

'P ^ 
p' q' v 

Die Kornponenten der Flutreibung werden daher den folgenden Aus- 
driicken proportional 

qr rq', rp' pr, pq qp. 

Beriicksichtigen wir, dafs die Grofsen p } q, p' } q', r klein sind und dafs 
r naherungsweise gleich o ist, so konnen wir unter Vernachlassigung 
kleiner Grofsen zweiter Ordnung dafiir schreiben: 

' ' f\ 

Ktq , op ) U. 

Mit Benutzung eines positiven Proportionalitatsfaktors A setzen wir 
dementsprechend die Kcmponenten der Flutreibung den folgenden 

Grofsen gleich 

A Aq' } + I Ap' } 0. 
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In der That erkennt man leicht, dafs durch diesen Ansatz den oben 
fiber Grofse, Axe und Sinn des Flutreibungsraomentes gemachten Ver- 
abredungen entsproclien wird, falls die Drehgeschwiudigkeit der Ercle 
w als positiv gereclmet wird, die Koordinatenaxen also die auf pag. 72Q 
angegebene Lage haben. Das Tragheitsmoment A. wurde den ror- 
stehenden Ausdriicken als Faktor hinzu-gefiigt, damit die Grofse A der 
Dimension nach eine reine ZaH vorstellt, was fiir das Folgende be- 
quem ist. 

Um den Einflufs dieser Flutreibung auf die Polschwankungen zu 
bestimmen, gehen wir auf die Eulerschen Grleicliungen zurilck, denen 
wir recbterhand die soeben bestimraten Koraponeuten der Flutreibung 
hinzufugen. Die Grleichung fiir die Komponente r wird dadurcb in 
erster Naherung nicht abgeanderfc. Diese Komponente kb'nnen wir daher 
aucb mit Rucksicht auf die Flutreibung ala konstant ansenen und 
gleich co setzen; mit anderen Worten: die Lange des Sterntages wird 
durch die jetzt in Rede steheuden Fluten innerhalb der von uns fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze nicht verlangert. Die Eulerschen Glei- 
chungen fiir die Komponenten p und q des Drehungs vectors lauten , 
wenn wir von der StSrung der Bewegung durch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freien Schwingungen der Erdaxe betracliten: 

Ap' ^(A-tycoq-lAq, 
Atf = (C A) cop + LAp. 

Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der ofters beschriebeneu 
Weise in die eine koinplexe Gleichung zjusammen: 

A (p + iq'} = (C-A) i& (p + iq) + iK A. (p r -j- itf) , 
wofiir wir mit Einfiihrung der Elliptizitat e auch schreiben konnen: 

(1 - U) (/ + iq'} = sita (p -f- iq) . 

Die Zahl A wird jedenfalls kleia gegcn 1 sein ; da im anderen Falle 
periodische Polschwankungen fiberhaupt nicht zustande koramen konnten. 
Daher konnen wir ohne merklichen Fehler die Gleichung auch so 
umformen: 



\md folgendermafsen integrieren: 

p -j- iq == aff- 

a ist die Integrationskoustante, welche von der Anfangslage der Erdaxe, 
d. h den der Betrachtung vorausgegangeneu Storuugen abhangt, 

Von hier aus ergeben sich folgende Schlusse: Die Reibung lafst 
die Periode der Polschwankungen imgeandert (ungeandert bis auf Grofsea 
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zweiter Ordnung); ihre Frequenz wird auch jetzt durcli das Prodnkt ECO 
bestimmt; dagegen erscheinen die Schwingungen jetzt vermoge dcr Rei- 
bung gedanvpft. Der Dampfungsfaktor betragt fur die Dauer einer freien 
Schwingung nach der vorstehendcn Formel e~ S7e *. Vermoge dieaer 
Dampfung wird. ersiclitlicli der Rotationspol dem Tragheitspole ge- 
n'ahert; auch. 1st es Mar, dafs hierdurch der fruher hervorgehobene 
Resonanzeffekt gemildert wird, sodafs beim Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Schwingungen die Amplitude des B,otationspolea nicht 
mehr unendlich wird, sondern eine dureh den Wert des Dampfungs- 
faktors bestimmte endlicke Grofse annimmt. 

tlber die zahlenmafsige Grrofse dieser Dampfung, insbesondere der 
Dainpfimgskonstanten h } sind wir leider zunaclist vollig im Unklaren. 
Da -vvir scbon liber die Grofse der fraglichen Eluten (vgl. pag. 706) 
tkeoretisch nichts auszusagen vermochten, wird es noch weniger moglich. 
sein, die Grrofse ihrer Reibungswirkung zahlenmafsig abzuschatzen. 

Wir wollen noch bemerken, dafs sehr wabrscheinlich auch die 
im Torigen Paragraphen besprochenen Deformationen des Erdkorpers 
mit Energieverlusten verbunden sind und dabor ebenfalls einen Beitrag 
zur Dampfung der freien Schwiugungen liefern werden. Wenigstens 
isfc uns kein elastischer Korper bekannt ; in welcheni einmal erregto 
Deformationsschwingungen nicht alsbald abstttrben; wir schieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Rei bungs voi'gange oder elastischer 
Nachwirkimgen. Es ware nun hochst unphysikalisch, anzunehmen ; 
dafs dies bei dem Erdkorper anders sein sollte. Irifolgedessen scheint 
es angemessen, neben der Flutreibung auch die innere lleibung des 
Erdkorpers bei seinen fn'iher beschriebenen Forniiinderungen als eine 
mogliche Dampfungsursache der Polschwankungen ins Auge zu fassen. 

Bisher hat man bei der rechnerischen Behandluug der Polschwan- 
kungen die dampfende Wirkung der verschiedenen moglichen.' Energie- 
verluste, die ja in analogen Fallen bei sonstigen mechanischen Problemen 
inifc Recht beriicksichtigt wird*') ; wohl stets vernachlassigfc, indem man 
die Polbahn durch eiue nach reineu, ungedamptten trigononietrischen 
Funktionen der Zeit fortschreitende Fouriei-'sche Reihe darstellte (vgl. 
die Citate auf Chandler pag. 673 und van dc Sande BaJchuyzen pag, 682). 
Aucb unsere graphische R,eduktion der Polbahnen in 6 dieses Kapi feels 
fufste auf dieser Aunahme und wiirde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dampfung benicksichtigen bez. wenn wir aus der thatsachlich be- 
obachteten Polbahn aufser den verschiedenen in der Polbahn versteckten 



*) Vgl. z. B. Routh, Dynamik starrer K8rpe.v, Bd. II (deutache Ausgabe Leipzig 
1898) Kap. YII 331333. 
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Perioden aucli die Grofse ihrer Dampfungen ermitteln wollen. Da eine 
theoretische Vorausberechnung der Dampfungskonstante A ziemlich aus- 
sichtslos erscheint, so sollte man vielleiclit versuchen, in der soeben 
angedeuteten Weise aus den Polschwankungen selbst dariiber Aufschlufs 

zu erhalten. 

Natiirlich ist die oben zu Grunde gelegte Yorstellung iiber 
die Wirkung der Polschwankungsfiuten eine recht idealisiertej wegejo. 
des Einflusses der Kontinente auf die Flutbewegung werden die 
Verhaltnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwiinscht sein, ohne spezielle Annahmen zuzulassen, durch eine 
gaiiz allgemeine Betrachtung, die auch den Fall der Deformations- 
reibung im Innern des Erdkorpers umfafst, die Wirkung irgend welcher 
energievei-zehrender Umstande wenigstens ihrem Sinne nach zu be- 

stimnien. 

Bei den Polschwankungen und den durch sie erzeugten Fluten 
und Deformationen sowie der zugehorigen Flutreibung und Deformations- 
reibung konimen nur innere Krafte ins Spiel, die den Gesamtimpuls 
des Massensy stems, das wir Erde nennen, ungeandert lassen (im Gegen- 
satz zu der vorher betrachteten Flutreibung ; die durcn die aufseren 
Kraffce von Sonnen- und Mondanziehung hervorgebracht wird). Fiir 
die Komponenten des Gresamtimpulses gilt daher die Gleichung 

X 2 + Jf 2 + N* = const., 

die wir als Gleichung einer Kugel deuten konnen. Andrerseits wird 
die lebendige Kraft des Systems durch die Reibung vermindert, indem 
ein Teil derselben in Warme umgesetzt wird. Wenn wir uns gestatten, 
den Ausdruck der lebendigen Kraft eines starren 
Kreisels auf unser in sich bewegiiches System. 
zu ubertragen, so konnen wir schreiben 

L'+M* N*__ gT 
_ ^__^ 2) 

und konnen diese Gleichung in den Koordinaten 
L, M, N fiir jeden Wert von T als ein Ro- 
tationsellipsoid deuten. Und zwar handelt es 
sich um ein verlangertes Kotationsellipsoid 
(wegen C>A), welches, indem es sich selbsfc 
ahnlich bleibt, sich allmahlich zu > sammenzieht 
(wegen der aUmahlichen Abnahme von T). Auf der Schnittkurve beider 
Flachen (Kugel und Ellipsoid) mufs der Endpunkt des Impulsvektors 
L, M, N liegen; diese Schnittkurve zieht sich aber bei der aUmahlichen 
Verkleinerung unseres EUipsoides auf einen Punkt der N- Axe zusammen 




I'ig. 108. 
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(vgl. Fig. 109)-, der Impulsvektor und zugleich mit ihm die Rotations- 
axe gelit dabei in die polare Haupttragheitsaxe, der Bewegungszustand 
also in die einfache gleichformige Umdrelrang urn diese Axe fiber. 

Insoweit als diese tJberlegung auf den Fall der Flutreibung oder 
auf andere diasipative Einflusse anwendbar ist, durfen wir behaupten, 
dafs solcne Einflusse irgendwie erzeugte Storungen des einfacbsten 
Bewegungszustandes der Erde ausgleichen und die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberflache stabilieren werden. 



9. Dor Naohweis der Erdrotation durch die Kroiselwirktmg. 
Foucaults G-yroskop und Gilberts Barogyroskop. 

Nachclem Leon Foucault im Jahre 1851 seinen glanzenden 
Pendelversiich zum Nachweis der Erdrotation dnrcngefiihrt natte, unter- 
nahm er es im folgenden Jahre, demselben Zweck die Kreiselwirkungen 
dienlich zu machen. Er benutzte einen Kreisel im Cardanisehen Gre- 
hange (vgl. z. B. die sckematische Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Schwungring, innerer und aufserer Ring, mit grofster Sorgfalt 
so justiert waren, dafs der Schnittpunkt ihrer Drehaxen zugleicli 
Schwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Versuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mai*) Kefs er dem Kreisel seine drei 
Fretkeitsgradc , indem er den aufseren Ring urn eine vertikale Axe in 
Spitzen drehbar machte. Diese Spitzen dienten dabei nicht sowohl zum 
Tragen des Kreisels, als zur VerMnderung seitlicher Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicnt des Kreisels vielmehr durch einen torsions- 
losen Faden, an dem der aufsere Ring aufgehangt war. Der innere 
Ring ruhte mittels Schneiden auf gewissen Auflagerflaehen des aufseren 
Ringes. Das andere Mai**) stellte er den inneren Ring gegen den 
aufseren fest, operierte also mit einem Kreisel von nur mehr zwti Frei- 
heitsgraden, welcher vermoge seiner Verbindung mit der Erde in ge- 
wisser Weiee gefiihrt wird. 

Im Faile des Kreisels von drei Freiheitsgraden bleibt nach Foucault 
bei starker Rotation des Schwungringes die ursprungliche Eichtung 
seiner Axe im dbsoluten Raume fest, oder, anders ausgedriickt, weist 
diese Axe bestandig nach demselben Punktc des FixsternMmmels. Yon 
der Erde aus gesehen bewegt sich also jeder ihrer Punkte parallel der 



*) Sur une nonveUe ddmonstration exp^rimentale du mouvement de la Terre, 
Coinptes EenduQs Bd. 35, Paris 1852, pag. 421. 

**) Sur les ph&xom&nes d'orientation des corps tournants entrain^s par une 
axe fix a la surface de la Terre Nouveaux signee sensibles du mouvement diume. 
1. c. pag. 524. 
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Richtung des Aquators. G-eoinetrische Betraditungen der einfachsten 
Art zeigen von hier aus die Richtigkeit der folgendon Angaben: 

Weist die Axe zu Beginn des Versuehes nach dem Zenith, so bildet 
sie nach. der Beobachtungszeit Atf den Winkel G> cos cp A (co =- Wixikel- 
geschwindigkeit der Erdumdrehung, cp = geographische Broite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleichen Zeit das ursprtinglicho Zenith diesen 
Bogen um den Pol des Himmels beschreibt. Liegt androrseits die Axe 
des Schwungringes urspriinglich horizontal und in der Eichtimg des 
Meridians, so bleibt sie fiir erne hinreichend kurzc Beobachtungszei.t 
horizontal und bildet nach der Zeit Atf den Winkel to sin <p A t mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian don 
Polabstand 9? (oder it tp) beaitzt und walirend der Zeit Atf eineri 
Bogen osinqpAtf von horizontaler Richtung beschroibt. Dersolbe Aus- 
druck a? sin cp A t, der iibrigcns auch bei dnm FoucaultBcheu Pendel- 
versuch auftritt, gilt auch fiir die Horizoutalkompouonto der Winkel- 
anderung bei beliebiger horizontaler Anfangslago der Schwungringaxe. 
Fra,gen wir uns namlich nach der schcinbaren Bewegung eines Steru.es 
im Horizont bei beliehigem Azimuth, so besteht di(}S( l .lbe aus einer 
Drehung co um die Polaraxe, die wir uns in oirie Drehung 10 sin 9) um 
die Lotlinie und eine Drehung o cos <p um den Meridian zerlegen 
konnen. Die erstere Kompouente liefert die Horixontalbcwegimg deB 
Sternes, welche walirend der Beobachtuugszoit At also cuBiuipAtf bo- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Iluhenanderung dee 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die llorixontalkoinpo- 
nente der Bewegung der Kreiselaxe ist hiernach voi dwn Azimuth der 
Aufangsstellung uuabhangig. 

An letzteren Unistand kniipft die VersuchHauorduung v<m Foucanlt 
an. Man beachte, dafs bei horizontaler Anfaugslage die Bewcgnjig 
der Kreiselaxe durch das Cardanische (reluingo vou. s(llmfc in ihro 
zwei Komponenten zerlegt wird, dais niimlioli di<i Bowcgung des 
aufsereu Ringes die horizontale Komponente der Bewogung der .IvreivSel- 
a.xe wiedergiebt, wahrend sich die Bewegung den innoreu IMngew allein 
durch die Hoheimndenmg der Kreiselaxe bestimnit. Foueuutt boobachtct 
daher unter dem Mikroskop den aufsoren Ring, dcHHcu Verdrehiuig 
gleich 03 sin <p &t sein soil. Als grSfstmoglichen Wert der BeobachtungH- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnon wir also mil; 
A/5 = 8Min. und <p = 49 (ungefahre Breite von Paris) dio zu er- 
wartende Ablenkung, so ergiebt sich in Gradmafs: 

to B in 9 A* - ~~* 0,75 
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Diese aiemlich betrachtliche Verdrehung miifste sich zumal unter dem 
Mikroskop mit grofser Sicherheit feststellen lassen. 

Hiermit contrastiert einigermafsen der Umstand, dafs Foucault nur 
von dem Sinn der Verdrehung spricht, der sich bei seinen Versuchen 
richtig, also dem Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobachtungen nicht mitteilt. Wir 
wissen nicht, wie weit diese mit den theoretischen Werten gestimmt 
haben. Solange aber die quantitative ITberemstimmung nicht nach- 
gewiosen ist oder solange die Fehlerquellen, welche die Nichtuber- 
einstimmung bewirken, unbekannt sind. konnen die Versuche kaum als 
unwiderleglicher Beweis der Erdrotation angesprochen werden; es konnte 
ja sein, dafs im vorliegenden Falle die FehlerquelleE die Ablenkung des 
Ringes starker beeinflussen wie die Erdrotation selbst nnd dafs der 
richtige Sinn des Besultates nnr scheinbar durch zufallige Gruppierung 
der verschiedenen Fehler hergestellt wird. 

Als Fehlerquellen fcommen hier namentlich eine nicht genaue Cen- 
trierung des Apparates und die Beibung in den verschiedenen Lagern 
in Betracht. Wohl ist der Foucaultsche und Oaufsische Penddversuch 
von Kamerlingh-Onnes*) in urrasterhafter Weise nach der quantita- 
tiven Seite bin auf alle Fehlerquellen durchgeprUft worden; fur den 
Foucaultschen Kreiselversuch dagegen scheint eine solche Priifung nie 
unternommen zu sein. 

Die grofse historische Bedeutung des Foucaultschen Kreiselversuches 
scheint ims daher weniger in dem Kachweis der Erdrotatiou selbst als 
darin zu liogen, dafs durch diesen Versuch die aUgemeine Aufmerk- 
gfyiikeit auf die Kreiselwirkungen gelenkt wurde und dafs die Kenntnis 
der Kreiselwirkungen durch die geniale, von der Formel losgeloste Un- 
mittelbarkeit der Foucaultschen Auffassung wesentlich gefordert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Versuches kritisch beleuchten, wolleii 
wir zunaehst Naheres iiber die zweite Versuchsanordnung von Foucauit, 
iiber den Kreisd von zwei Fveiimtsgraden } berichten. Die Axe des 
Schwungringes bleibt jetzt nicht mehr im Raume fest; vielmeht strebt 
dieselbe nach Foucaidt sich der Axe der Erddrehung soweit parallel m 
stdlcn, als es die besondwen Umstande des Versuches erlauben. Foucault 
gpricht daher von der Tenden0 der Drehaxen sum ParatteUsmus **), indem 
er unter Parallelismus der Axen nicht nur das Zusammenfallen der 
Axenrichtungen, sondern gleichzeitig das Ubereinstimmen dee Dreh- 



*) Dissertation Grroniiagen 1879. Niexive bewijzen voor de aawenteling dtir aarde. 
**) Sxur la tendance dea rotations au paiall&isnae. Comptee Renduea 1. c. 
pag. 602. 
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sinnes um die Axen versteht man konnte genauer sagen: Tend&nz 
gum gleichsinnigen oder Jiomologen Parallelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foucault hat G-. Sire*) dasselbe Gesetz 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gemacht und 
auf den Nachweis der Erdrotation angewandt, ohne selbst Versuche 
auszufiihren. Die theoretischen Uberlegungen von Sire, durch welche 
dieses Gesetz gesttitzt wird, sind indessen nicht einwandfrei, da sie 
an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Figuren- 
axe,~Rotationsaxe, Iinpulsaxe). Etwas Ahnliches lafst sich wohl auch. 
gegen "die glanzend geschriebenen Ausfuhrungen Foucaults sagen; 
allerdirigs beabsichtigen dieselben bei ihrer Kfirze mehr beachreibender 
als ;beweisender Natnr zu sein. (Vgl. hierzu nnsere Kritik der popu- 
laren Kreisellitteratur in Kap. V, 3 unter 2). 

Foucanlt nntersucnt auf Grand des genannten Gesetzes das Ver- 
halten der Scliwnngringaxe in den beiden besonderen Fallen, wo die 
Scnvningringaxe entweder nur in der Horizontalebene, oder nur iu 
der Tertikalebene durcli den Meridian des Beobachtungsortes frei be- 
weglicb. ist. Man erreicht dieses, indem man beidemal den inneren 
Ring unter einem rechten Winkel gegen den aufseren f'estklemmt und 
die Drekaxe des aufseren Ringes im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkrecht gegen die Meridianebene des Beobachtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten Falle, wo die Axe des Schwungringes die Horizontal- 
ebene nicht verlassen kann, ist ein wirklicher Parallelismus zwischen 
ihr und der Erdaxe nicht rnoglieh: die Axe des Schwungringes strebt 
alsdann derjenigen Richtung zu, welche den kleinsten Winkel mit. der 
Erdaxe bildet, d. i. der Richtung des Meridianes. Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus gesehen der Schwungring entgegen 
dem TJhrzeigersinne rotiert, nach Norden weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleichen Sinne rotiert. Unsere horizontal leweglidie 
Schwungringaxe verMlt sick also ahnlich wie die Magnetnadel im Deldi- 
nationskompafs (naturlich mit dem Unterschiede, dafs im Foucaultschen 
Versuch der astronomische Meridian an die Stelle des magnetigchen 
tritt). Im Anschlufs an diese Analogic konnen wir diejenige Seite der 
Axe, von der aus gesehen die Sch-wungringumdrehung umgekehrt wie 
die Uhrzeigerbewegung erfolgt, als Nordpol des Schwungringes, die 
umgekehrte Seite als Siidpol bezeichnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Schwungriuges in der Meridian- 



*) Eine sphere VerOffentlichung von Sire findet sich in der 
tmiyerselle de Geneve, Arch. d. scienc. pliys. et natur. Bd. i (1868) pag. 105. 
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ebene beweglich ist, wird der genaue Parallelismus dieger Ajce mit 
cler Erdaxe nickt nur angestrebt, sondern auch (bei hinreichend lang 
anhaltender Schwungringumdrehung) erreicht. Die Axe des Schwung- 
ringes bewegt sick, wenu sie etwa anfangs horizontal stand,, in solcher 
Weise, dafs auf der nordlichen Halbkugel ihr ; ,Nordpol" aus der 
Horizontalebene nach oben bin heraustritt und dafs sich die Ver- 
bindungslinic Stid-Nordpol des Schwungringes mit der Yerbindungs- 
linie Siid-Nordpol der Erde gleiclisinnig parallel richtet. Unsere in 
der Maridianclene leweglicihe Scliivungrmgaxc famn also mit der Magnet- 
nadel in einem InJdinationslcompafs verglichen werden (natiirlich aberrnals 
mit dem UaterscLiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberflache 
bekanntlick reclit unregelmafsig verlaufenden Linien gleicner Inklination 
hier die genauen geograpbischen Breitengrade treten wiirden). Dabei 
bestent aber der wesentliclie Unterscnied, dafs sich der )} Nord<pol a des 
Scliwungrinyes auf der nordlichen Halbkugel Tiebt, wahrend sich der der 
Inldinationsnadel senkt. 

Theoretisch liegt also, wie Foucault betont, die Moglicnkeit vor, 
ohne astronomische oder magnetische Beobachtungen sowobi die Lage 
des Meridians wie nach Bestimmung desselbeu die Lage der Weltaxe 
fiir einen beliebigen Ort aus blofsen Kreiselbeobacbtungen abzuleiten. 
Man konnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks von dieser 
Mogliclikeit Nutxen zu xiehen. 

Es ist selbstverstandlich, dafs die Einstellang der Kreiselaxe iu- 
den Meridian bez. in die Riclitung der Weltaxe nicnt aperiodiscb ? 
sondern oscillatorisch vor sich gehen mufs. Die Drehkraft, welche 
z. B. die horizontal bewegliche Kreiselaxe dem Meridian zufiihrt,. er- 
zeugt eine gewisse Drehbeschleunigung und Drebgeschwindigkeit urn 
die verfcikalo Axe. Wahrend nun bei meridionaler Lage der Kreiselaxe 
die Drehkraffc vorscliwiiidet, so versohwindet darum nicht gleichzeitig 
die Gescliwindigkeit. Diese fiihrt die Kreiselaxe vielmehr tiber die 
Gleichgewichtslage hinaus, worauf die Richtkraft ihren Sinn innkehrt 
und zuerst verlangBamend, dann ira umgekehrten Siune beschleunigeud 
wirkt. Die !Kj-eiselaxe mufs also urn den Meridian herumpendeln 
ebenfalls in Analogie mit der Magnetnadel. Steht die Kreiselaxe an- 
fanglich irn Meridian, abor so dafs ihr , ; N6rdpol" nach Stiden weist, 
so ist auch diese Lage an sich eine Gleichgewichtslage, weil die auf 
die Kreiselaxe wirkende Drehkraft verechwindet, aber ersichtlich eine 
instabile: bei einer kleinen Abweichung von dieser Lage strebt die Dreh- 
kraft die Abweichung zu vergrofsern und das Nordende der Axe nach 
Norden iiberzudrehen. 

Foucault verwahrt sich dagegen, dafs auf dem beschriebenen Wege 

47* 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Raume hin- 
reichend genau bestimmt werden konnte. Wie es scheint, hat Foucault 
auch die zulefczt genannten Versuche inehr auf ilire allgemeine MogliclL- 
keit wie auf ihre exakte Durchfiihrbarkeit hin gepriift. - 

Wir erwahnen noch, dafs Foucault im Anschlufs an seine Versuche 
das jetzt vielfach gebrauchliche Wort Gyroskop gepragt hat. Dieses 
driickt in schlagender Weise das Resultat der Foucaultschen Versuche 
aus dafs ndmlich der Kreisel ein Mittd ist, wn vorJiandene DreJt^ 
lewegungcn (oder Gyrationen) kenntlich m machen, ahnlich wie das 
Elektroskop ehi Hulfsmittel bezeichnet, das Vorhandensein elektrischer 
Ladungen sichtbar zu machen. Wtirde es gelingen, auch die Grofse 
einer vorhandenen Drehbewegung durch quantitative Messung der 
Kreiselbewegungen festzustellen, BO diirfte man dem Kreisel sogar die 
weitergehende Bezeichnung eines ,,Gyrometers" beilegen. 

Dagegen scheint es uns unzweckmafsig, die Bezeichnung Gryroskop 
zu veraUgemeinern und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zn 
gebrauchen ; was in der Litteratur haufig gescliehen ist. In der That 
bringt doch die Bezeichnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten hin interessanten und wichtigen 
Kreiselbegriffes zum Ausdruck und es liegt kein Grand yor, die cha- 
rakteristische Bezeichnung Kreisel (twrbo, toupw, top) zu rerlassen. 

Wir haben nun die Theorie der Foucaultsclien Versuche, zunachsfc 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freiheitsgraden, zu vertiefen. 
Dabei liegt es uns fern, diesen Versuch mit ausgedehnten analytischen 
Entwickelungen aus der Theorie der Relativbewegungen begleiten an 
wollen, wie sie thatsachlich angestellt worden sind, Bntwickelungen *) ; 
deren Endi-esultat nach den ihnen zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
sehliefslich kein anderes sein kann, als die Bestatigung der Foucaultscheii 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoluten Raume im Wesent- 
lichen beibehalt. Die Schwierigkeit und Uniibersichtlichkeit der fraglichen 
Entwickelungen hat nur darin ihren Grund, dais in ihnen nicht konsequent 
vernachlassigt wird ? dafs namlich das Gyroskop nicht durchweg als ver- 
sehwindend klein gegen die Erde oder seine Umdrehungsgeschwindig- 

*) Es handelt sich u. A. unx Arbeiten vou Quet (Liouvilles Journal Bel. 18 
(1863)), Lottner (Crelles Journal Bd. 54 (1857)), Bour (Liouvilleu Journal (2) 
Bd. 8 (1863)). Zusammengestollt bei Gilbert: fitude historique et critique sur 
le problfcme de la rotation (aus Annalea de la Soci^td Scientifique do Bruxellea 
Bd. 2 (1878)). Wir nenncn ferner die grofse Arbeit von Gilbert: Mfanoire sur 
1'application de la m<Stnode de Lagrange a divers problemes du mouvement relatif 
(Ebeiida Bd. 6 und 7 18811888) und das Werk von Budde: Allgemeine Me- 
chanik der Punkte und starren Systeme (Berlin 1890, 1891, Bd. 2 Nr. 294). 
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keit niclit durchweg als unendlich gro.fs gegen die Erdumdrehung 
vorausgesetzt wird. Wir verweisen dieserhalb auf die zutreffende Kritik 
von B. Guy on*),- der wir nur noch hinzufiigen mochten, dafs man mit 
demselben ungeheuren Grade der Anaaherung, mit dem man die Ge- 
schwindigkeit der Erdumdrehung gegen die der Kreiselrotation ver- 
nachlassigt, auch die Tragheitswirkung des aufseren und inneren Ringes 
gegen die des Schwungringes vernachliissigen darf, worauf wir unten 
zuruckkommen werden. 

Zunachst wollen wir ausdriicklich verabreden, dafs es erlaubt sei ; 
den aufseren und inneren Ring als massdos zu betrachten und von 
JteibungswirJcungen dbzusehen. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu spreclien. Dieser 1st urn seinen Schwerpunkt frei beweglich 
und von Kraften frei, da die Schwerkraft als im Stiitzpunkte angreifend 
nicht in Betracht kommt. Die Bewegung des Schwungringes besteht 
daher allgemein gesprocken in einer regula/ren Procession relativ zum 
absoluten Raume. Die an der Erddrehung teilnehmende Scliwerpunkts- 
bewegung beeinflufst diese Drehbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
wegung des Schwerpunktes und Drehung um den Schwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgange, die sich beim Fehlen aufserer Kr'afte glatt 
superponieren, ohne sich irgendwie zu storen. 

Dies wiirde auch dann noch gelten, wenn die Schwerpunkts*- 
bewegung nicht eine nahezu gleichformig-geradlinige ware, wie sie es 
bei der Erddrehung fur den Zeitraum einiger Minuten thatsachlich ist, 
sondern wenn der Schwerpunkt in iviUlcurlicher Weise und in beliebigen 
scharfcn Kriimmungen geftihrt wurde. Ja es wiirde nicht nur gelten fur 
den schnell rotierenden, sondern ebeusogut fur dm nicht angedrehten 
Schwungring , immer unter der Voraussetzung der Reibungslosigkeit 
der Ftihrungen und der Massenlosigkeit der Ringe. In der That ist die 
kraftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels bei beliebiger Grofse 
der Eigenrotation erne regulare Pracession; YOU der grofseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hangt es lediglich 
ab, ob der entstehende Pracessionskegel bei gegebenem seitlicheu An- 
stofs eine geringere oder grofsere Winkelofiiiung erhalt. Ware es zu 
erreichen, dafs die Axe des Schwungringes zu Beginn des Yersuches 
momentan im absoluten Raume genau stillsteht, so wiirde sie ihre Lage 
gegen den absoluten Raum genau beibehalten, der Offnungswinkel des 
Pracessionskegels ware und bliebe dann genau gleich NuU, ganz unab- 
hangig davon, ob der Schwungring um seine Axe rotiert oder nicht, 



*) Sur une solution glementaixe du probleme du gyroscope de Poucault, 
Coinptes Rendues Bd. 106, Paris 1888, pag. 1143, 
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und ob der Schwerpunkt des Apparates bewegt wild- oder nicht; 
nachdem wir die- Reibung wegdefiniert. haben, giebt es niehts, was die 
einmal ruhende Schwungringaxe in Bewegung setzen konnte. Wir 
hatten hier also die von Foucault behauptete Stabilierung der Kreisel- 
axe im Raume ohne das von Foucault hierfiir als unerlafslich ange- 
sehene Mittel einer hohen Eigenrotation. 

Allerdings ist der soeben vorausgesetzte Anfangszustand der Kreisel- 
axe experimentell nicht zu erreichen. Der Experimentator kami die 
anfangliche Ruhe der Kreiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbew e- 
gung aus beurteilen; er ist bestrebt, nicht die absolute liuhe im Raum, 
sondern die relative Ruhe gegen die Erde zu verwirklichen. Nehmen 
wir an, dafs ihm letzteres genau gelungen sei, und sehen wir zii, 
wie sich die Bewegung der Kreiselaxe gestaltet, wenn der Kreisel 
insbesondere nicht angedreht ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselay.e bei dem ersten F<m~ 
cault'schen Versuche horizontal; sie bildet mit der Umdrehungsaxe 
der Erde den Winkel a, welcher zwischen <p und ye cp (99 geo- 
graphische Breite des Ortes) enthalten ist und von dem Azimuth der 
Kreiselaxe gegen den Meridian abhangt. Der anfangliche Geschwindig- 
keitszustand besteht in einer Drehung um die Erdaxe von der Grofse 
ra (o = Erdrotation). Dieae Drehung zerlegt sich in eine Komponenfce 
03 cos K urn die Figurenaxe und in eine Komponente <o sin a um eirie 
aquatoriale Axe des Schwungringes. Der Anfangsimpuls des Kreisels 
hat nach denselben Axen die Komponenten Cos cos a, Ao sin cc] er 

bildet im Falle des Schwungringes 
(abgepluttetee Tragheiteellipsoid) mi t 
der Figurenaxe einen Winkel /3 < cc, 
.j welcher bestimmt ist durch 

(1) tg /J = -# tg . 

Der Winkel /3 kann auch durch eine 
bekannte Konstruktion (vgl, p. 106) 
gefuuden werden ; die in Fig. HO 
angedeutet ist. Aus der Richtung- 
der Rotationsaxe OR, die hier mit 
der Erdaxe zusarumenf allt und deir 
Richtung der Figurenaxe OF folgt 
die Richtung der Impulsaxe OJ, 
indem man an die Spur des TragheitseUipsoides in der Ebene ROF* 
die Tangente im Schnittpunkte mit OM legt und auf diese das Lot 
von fSUfc. 




IHg. 110. 
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Bei der nun folgenden Bewegung beschreibt die Figurenaxe im 
Raume einen Pracessionskegel urn die Impulsaxe Ton dem soeben be- 
stimmten Offirangswinkel /3. Dagegen beschreibt eine mit der Erde 
fest verbundene von auslaufende Richtung vermoge der Erdrotation 
einen Kegel urn die Rotationsaxe der Erde. Aus der Verschiedenheit 
der Kegel ergiebt sick, dafs auch der niclit eigens angedrehte Kreisel, 
von der Erde aus beurteilt, Bewegungen ausiuhren wu.rde und also (bei 
ganzlich ausgeschalteter Reibung) im Sinne Foucaults als Gyroskop 
funktionieren wurde. 

Natiirlich ist aber auch die Voraiissetzung, dafs sich der Kreisel 
ini Anfangszustande genau in relativer Ruhe gegen die Erde beftmden 
habe, unzulassig. Selbst bei sorgfaltigstem Experimentieren wird die 
Kreiselaxe relatir gegen die Erde eine Anfangsgeschwindigkeit haben, 
die mit Rticksiclit auf die Geringfiigigkeit der Erdrotation moglicner 
Weise grofser sein kann wie die der letzteren entprecnende Ge- 
schwindigkeit. Der anfanglicne Inipuls vector, der sicli aus dieser Ge- 
scnwindigkeit zusammen mit der Wmkelgescliwindigkeit der Erdrotation 
bestimmt, kann dann jede beliebige Lage und der Pracessionskegel, 
den die Figurenaxe um diesen Impulsvektor bescbreibt, jede beliebige 
"Winkeloffnung liaben. Wenn z. B. durcn den anfanglichen Anstofs die 
Komponente der Erdrotation nach der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgelioben, die Eigenrotation des Kreisels mithin zufallig Null wird, 
so wtirde der Impulsvektor in eine aquatoriale Axe fallen; der 
Pracessionskegel wiirde dann in die zu dieser Axe normale Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nacn der 
Aquatorebene des Kreisels durch den anfanglichen Anstofs zufalLig auf- 
gehoben wird, so wiirde der Pracessionskegel onendlicn schmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen ; diese selbst wiirde dann im 
Raume absolut stillstehen. Mit Riickaicht auf derartige unkontrollier- 
bare geringfugige Anfangsimpulse wiirde also die weitere Bewegung 
des Kreisels vollig unsiclier werden. 

Und nun ist die Sadie die, dafs man dieser Unsicherh&it entgeU, 
w&nn man dem Kreisel eine gegen die Erdrotation grofse Eigenrotation 
erteilt. Hierzu wiirde z. B. schon eine G-eschwindigkeit von einer Um- 
drehung pro Sokunde geniigen, da dieselbe 24 60 60 mal grofser als 
die Geschwindigkeit der Erdumdrenuug ist. Etwa mit dieser Um- 
drehuDgsgescnwindigkeit hat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sicb aus diesem absichtlichen Eigen- 



*) Vgl. hierzu Instructions sur les experiences du gyroscope; in dem Buche: 
Becueil des txavaux scientifiques de L. Foucault, Paris 1878, p. 417. 
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impuls, dem sonstigen unverineidlichen Anfangsimpuls und dem Im- 
puls der Erdrotation zusammensetzt, wird alsdann fast genau die Rich- 
tung der Figurenaxe baben. Gleicbzeitig wird der PracesBionskegel 
so scbmal, dafs wir mit einer fur alle Versucbe hinreicbenden &e~ 
nauigkeit von einer absoluten Rube der Figurenaxe im Raume sprechen 

konnen. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also in 
erster Linie, von den unkontrottierlmren Anfangsimpulsen beim Ingang- 
seteen des Kreisels frei eu- werden, wodurch iiberhaupt erst eine be- 
stimmbare und wohldefinierte Bewegung des Kreisels ermoglicht wird, 
in zweiter Linie, den Priicessionskegel hinreichend eng zu mackcn, wo- 
durch diese Bewegung so einfacb wie inb'glich wird, wobei sie namlicli 
merklicb in die einfache Rotation um die im Raum feste Figurenaxe 
ubergelit 1st tt die Eigenrotation des Kreisels und wie fruher e> die 
Gesehwindigkeit der Erdumdrehiuig, der anfangliche Winkel der 
S'igurenaxe gegen die Drenaxe der Erde, ferner co die durqa unab- 
sichtliche Anstofse dera Scnwungi-inge erteilte anfanglicne Dreh' 
gescbwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winke], den die Piguren- 
axe mit der Axe von w bildet, so bestimmt feicb die Offnung # des 
Pracessionskegels ahnlieh wie in Forrnel (1) zu: 

n -" B ^ y 



. _ 

' ii-fo cos -fco cosy 
Wenn & grofs gegen 03 und ra 0; so hat man merklich -/3 = 0. Nehmen 
wir ; wie es oben geschab, an, dafs o und to etwa von gleicher Grofsen- 
ordnung sind, so konnen wir kurz sagen, dafs die Offnung des Kegels von 
der Grofsenordnung 03/Q wird und dafs die Ricbiung der Figurenaxe 
dann und nur danu als unveranderlicb anzuseheu ist, weun man Grofseii 
von der Ordnung <o/& vernacblassigt, 

Somit 1st die Poucaultscbe Angabe von der im Raum festen 
Scbwungringaxe unter den bisberigen Vernachliissigungen als hin- 
reiehend genau bestiitigt und gleicbzeitig die eigeutliche Rolle, die der 
Eigenrotation bierbei zutalit, deutlicher als bei Foucault bervor- 
gekebrt. 

Zunacbat soil nun der Einfiufs des Massensystems 'der Aufhangeringe 
atudiert bez. uacbgewiesen werden, dafs sie ohne nierklicben Einflufs auf 
die Lage des Scbwungringea sind. Solange wir sie als masselos voraus- 
setzten, stand die Axe des Schwongringes bei binreicliender Eigenrotation 
desselben merklicb im Raume stille. Dementsprecbend wird unter dieser 
Voraussetzung ein Durebmesser I) des innerm Ringes, niimlicb der mifc 
der Scbwuugringaxe zusammenfallende, im Raume festgebalten. Andrer- 
seits wird ein Durchmesser D' des aufseren Ringes, namlicb der in 
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die Lotlinie des Beobachtungsortes fallende, durch seine Verbindung 
njit der rotierenden Erde in ganz bestimmter Weise gefiihrt. Es 1st 
aber klar, dafs die Bewegung des Systems unserer beiden Ringe durch 
Angabe der Bewegung zweier Durchniesser D und D f vollstandig fest- 
gelegt ist: Wenn der Durctmesser D wirklich im Raume genau still- 
steht mid der Durchmesser J)' genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
niaeht, so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurch zwanglaufig 
gemacht. Eire Drehgeschwindigkeit wird hierbei ersichtlich von der 
G-rb'fsenordnung der GescliwindigkeM' der Erdrotation, Des Naheren sahen 
wir bereits pag. 732, dafs, solange die Schwungringaxe relativ zur Erde 
wenig Ton ibrer horizontalen Anfangslage abweicht, die Winkelgeschwin- 
digkeit des aufseren Ringes gleieh co sin 9? sein wiirdej die des inneren 
Ringes wird, wie gleichfalls aus der angezogenen friilieren Uberlegung 
folgt, gleicb o cos <p sin /I, wo A das Azimuth der Kreiselaxe gegen 
den Meridian des Beobachtungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Schwungringaxe ihre Stellung im Raurn behauptet und sich dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobachtungsortes entfernt, 
andern sich diese Werte der Geschwindigkeiten stetig^ bleiben aber 
dauernd von der Grofsenordnung o>. 

Jetzt stellen wir uns vor, dafs die beschriebene Bewegung der 
Ringe auch bei nicht verschwindender Masse derselben zwanglaufig auf- 
recht erhalten werde. Hierzu ist erforderlich, dais den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse A t G3 cos <p sin I, A z & sin tp erteilt werden, 
wo A t und .4 3 die Tragheifamomente des inneren und aufseren Ringes 
um einen ihrer Durchmesser bedeuten, und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeandert werden, wie es der Veranderlichkeit der Dreh- 
geschwindigkeiten entspricht. Sie bleiben dabei von der Gfrofsenordnung 
A^G* und J^co. Setzen wir sie mit dem Impuls der Eigenrotation des 
Schwungringes zusammen, welcher im Wesentlichen C& beferagt, so 
ergiebt sich ein Gesarntvektor, der nach Richtung und Grofse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Schwungringes ab- 
weicht. Der Richtungsunterschied sowie der verhiiltnismafsige Grrofsen- 
unterschied. beider Vektoreri ist namlich von der Grofsenordnung cs/Q, 
wenn wir das Verhiiltnis der Tragheitsmomente A L /C und A 2 /C, indem 
wir ungiinstig rechnen, der Grofsenordnung nach gleieh 1 setzen. (Bei 
der wirklicheu Ausi'iihrung des Foueaultschen Gyroskops siud diese 
letzteren Verhaltnisse sogar wesentlich kleiner als 1.) 

Wir konnen hiernach sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
laufigen Bewegung der Ringmassen, wie sie sich bei Festhaltung der 
Schwungringaxe ergeben wiirde, gehb'rt ein Geaamtimpuls, der nach 
Kichtung und Grofse als konstunt angesehen werden darf, sofern wir 
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Richtungs- und Grofsenanderimgen von der Ordnung oj/ii vernach- 
lassigen. Er bleibt also in deinselben Sinne und ruit demselben Ge- 
nauigkeitsgrade konstant, wie die Figurenaxe bei Abseliung TOIL den 
Ringmassen ihre Lage im Raume beibehalt. In der That war aucb 
die TJnveraii.derlicb.keit der Sehwungringaxe nur erne angenaherte, wie 
im Anschlufs an Gl. (2) hervorgeboben wurde, und nur eine bei Ver- 
nachTassigung des Grofsenverhaltmsses ra/Q zutreffende. 

Wir schliefsen hieraus, indem wir nunmehr von der bisber be- 
traehteten erzwungenen zu der freien Bewegung des Maspensystems : 
Scbwungring, innerer und aufserer Ring ; iibergeben, dafs diese Be- 
wegung bei gleicber Wabl des Anfangszustaades mit jener identiscb 
ausfallt, sofern wir nur TJnterschiede von der Grofse /Q vernacblassigen. 
Benn fur die freie Bewegung ist zu fordern, dafs bei dieser der Gresamt- 
impuls des Massensystems nacb. Ricbtung und Gro'fge im Raum konstant 
bleibe. Dieser Forderung gentigt innerbalb der Genauigkeitsgrenze 
d)ji die bisner betracbtete erzwungene Bewegung. Daber stimmt die- 
selbe innerlialb derselben Genauigkeitsgrenze mit der naturlichen Be- 
wegung des Mafsensystems iiberein.. 

Mit anderen Worten: Der Einflufs der Massen des Cardanisdien 
CreJidnges auf die Betve.gung des Foucaultschen Gyrosltopes von drei Frei- 
Jieitsgraden ist nur von der Grofsenordnung ra/Q und Idfst sich in der 
Beobacld'mg auf Jceine Weise nachweisen. Er darf nicbt nur ; sondern 
er mufs konsequenter Weise vernacblassigt werden, wenn anders man 
iiberhaupt mit Foucaujt von der Unveranderlicbkeit der Sclnvuiigring- 
axe sprechen will. 

Um Mifsversfcandnissen entgegenzutreten, wollen wir nocb ausdruck- 
licb bervorbeben, dafs die bei der Foucaultschen Beobachtungsmetliode zu 
messende Winkelanderung des iiufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die Horizontalkomponente der relativen Bewegung der Schwungringaxe) 
nicht ihrerseits von der hier vernachlassigten Grofsenordnung ist. Jene 
Winkelanderung betrug namlich ta sin 9 A t. Ihr Verhaltnis gegen 
Grofsen von der Ordnung ra/Q ist Q sin 90 A t. Hier bedeutet Q A 
den Drehungswinkel des Schwungringes wahrend der Beobachtungszeit, 
also bei einigormai'sen sclmeller Rotation und einer beispielaweisen Be- 
obaclifcungszeit von 8 Minuten, ein aufserordentlicb grofses Vielfaches von 
2#. Wir erkennen hieraus, dais der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopiscken Effektes durch Vernachlassigtingen von der Ordnung co/Q 
in keiner Weise getrubt wird. 

Yon ungleich grofserem Einflafs wie die Massen der Aufhange- 
ringe durffce die Reibung sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der Fiihrungsaxe des aufseren Binges, teils an diejenigen Wider- 
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stan.de, die sich zwischen den Schneiden des inneren Ringes und ihren 
Auflagerflachen am aufseren Ringe entwickeln. Die IJntersuchung dieser 
Fehlerquellen, zu denen sich noch Luftwiderstand, Luftstromungen, Er- 
warniung des Materials etc. gesellen, ware fiir das wirkliche Ver- 
standnis der Foucatiltschen Versuche jedenfalls wichtiger als die pag. 736 
erwahnten unnotig allgemeinen und mathematisch ausgesponnenen Be- 
trachtungen iiber Relativbewegungen. 

Den Einflufs der Lagerreibungen konnen wir uns in vergro'fsertem 
und vergrobertem Mafsstabe durch. ein ' einfacnes Experiment klar 
machen. Wir nehmen einen Kreisel im Cardaniscnen Gehange, dessen 
Schwerpunkt im Mittelpunkt des Gehanges liegt (Fig. 2). Den Schwung- 
ring versetzen wir in starke Eotation und gtellen seine Axe anfangs 
horizontal. Darauf drehen wir das Gestell langsam um die Vertikale. 
Liegen die Verhiiltnisse giinstig, d. h. ist die Reibung in den Lagern 
gering, die Eigeni-otation stark und die Drehung des Gestelles langsam, 
so behalt die Schwungringaxe zunachst ihre urspriingliche Lage jgchein- 
bar bei und halt dadurch auch die Ebene des aufseren Ringes im 
Raume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eine Folge ungenauer Beob- 
achtung. Bei langer anhaltender Drehung des Gestelles oder bei ~ab- 
sichtlich yermehrter Lagerreibung sehen wir, dafs sich die Axe des 
Sqhwungringes langsam hebt und dabei den inneren Ring schief stellt, 
wahrend der aufsere scheinbar fortfahrt, seine urspriingliche Lage im 
Wesentlichen beizubehalten. Drehen wir andrerseits das Gestell um die 
horizontale Axe des inneren Ringes, so bemerken wir ebenfalls zu- 
nachst ein scheiubares Stehenbleiben der Schwungringaxe, wodurch der 
innere Ring in seiner urspriinglicheu Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei langer anhaltender Drehung oder bei vermehrter Reibung sehen 
wir aber, dafs die Axe des Schwungringes seitlich in der Horizontal- 
ebene ausweicht, wobei sie die Ebene des aufseren Ringes um deren 
Axe verdreht. 

Der Grund dieser Bewegungen liegt offenbar in der Reibung. 
Drehen wir das Gestell um die Vertikale, so "bewegen sich die Lager 
des aufseren Ringes relativ gegen dessen Zapfen, welche durch den 
Schwungring annahernd festgehalten werden, und es entsteht ein Rei- 
bungsmoment um die Drehaxe des twfseren Ringes; dieses setzt, wie 
wir bei dem "Versuch sehen, in erster Linie nicht den aufseren, son- 
dern den inneren Ring in Bewegung. Drehen wir aber das Gestell 
um die vorher genannte horizontale Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenhange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des inneren Ringes auf;"dasselbe versetzt 
nicht den inneren, sondern yornehnilich den aufseren Rinsr in Bewegung, 
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Die Erklarung dieser abermals paradoxen Erseheinungen lafst 8 i c li 

wenigstens qualitativ aus der Theorie des sehweren Kreisels entnehmen. 

TJnser im Schwerpunkte unterstiitzter Schwungriug verhalt sich unter 

dem Einflufs eines Reibungsmomentes urn die Drehaxe des inneren 

Riuges mutatis mutandis wie ein schwerer Kreisel. Denn das genannte 

Reibungsmoment hat, gerade so wie die-Sehwere l3eim Nicht-Zusammen- 

fallen von Schwerpunkt und Stiitzpunkt, die zur Figurenaxe senkrechte 

horizontal fterade (,,Knotenlinie") zur Axe. Die Folge ist eine pseudo- 

regulore Pracession des Schwungringes, bei welcher die Figurenaxe des 

Scliwungringes in der Horizontalebene ausweieht. Die Ebene des inneren 

Ringea bleibt dabei im Mittel horizontal, die des aufseren Ringes wird 

verdrehi Die tlberlegung lafst sich entsprechender Weise auch auf die 

zuerst betrachtete Drehnng um die yertikale Drehaxe des dufseren 

Ringes iibertragen und ergiebt dabei eine Pracession des Schwungringes 

in einer Vertikalebene, also eine Verdrehung des inneren Ringes. IFbrigens 

kommen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 

Greradlaufapparat des Torpedos zuriick, woselbst wir eine -eingehendere 

Theorie der fraglichen Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaultschen Versuch iibertragen sich diese Ergebuisse 
wie folgt: Was bei uns das Gestell des Kreisels, ist bei Foucault die 
Erde. Ihre Drehung findet urn. die Polaraxe statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d. h. die Drehaxe des aufseren 
Ringes, um die urspriinglich horizontale Drehaxe des inneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Schwungringes. Die den beiden er&ten 
Drehkomponenten entsprechenden Reibungswiderstande wirken in der 
Weise unseres A r ersuches-auf 'den Sehwungrmg; die eine yerdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Axe des Schwungringes in verti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den aufseren Ring und bewirkfc 
eine Horizontalablenkung der Schwungringaxe. Beide Umstande storen 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Raum feste Schwungring- 
axe nach Foucault relativ zur Erde besehreiben soil. Die dritte nach. 
der Figurenaxe genommene Komponente der Erddrehung kommt nicht 
weiter in Bekacht; das entsprechende Reibtingsmoment addiert sick 
zu der von der Eigenrotation herruhrenclen Reibung der Sehwung- 
ringaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu vernachlassigen. 

s sind mithin bei dem Foucaultschen Versuch verschied&ne Reibungs- 
einfiiisse thatig, welclie die absolute Ruhe der Schwungringaxe stores 

Es entsteht nun die Frage, wie man iiber diese Reibungseinfliisse 
Hen- werden kann. Das Mittel hierzu liefert abermals eine Mnrtichend 
holie Eiyenrotation des Schwungringes: (Foucault selbst lafst uns iiber die 
Rolle die der Eigeni-otation bei seinen Yersuchen zuf allt, wie schon oben 
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erwahnt, einigermafsen im Unklaren.) Mit Riicksicht auf die Anfangs- 
bewegung der Schwungringaxe sahen wir,. dafs die Eigenrotation die 
Aufgabe hat, den von dieser Axe im Allgemeinen beschriebenen JPra- 
cessionskeg$ hinrelchend enge zu machen. Hit Riicksicht auf die Reibung 
dagegen miissen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zu den 
verschiedenen Reibungseinflussen gehorigen PraceSMonsgcschwindiglceiien 
moglichst langsam m maclien. Es handelt sich dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Pracessionsbewegungen wie frtiher. Bei der 
dureh die Reibung bewirkten Pracessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogic mit dem schweren Kreisel schlossen, beschreibt die Axe 
des Schwungringes einen in eine Ebene ausgearteten Kegel (oder 
Facher) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Vertikalebene, 
je nachdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des aufseren Ringes betracnten. (In 
Wirklichkeit werden sicn nattirlich. beide Bewegungen iiberlagern und 
eff werden auch noch minimale Sckwankungen hinzutreten, die in der 
frtiher betrachteten Pracessionsbewegung ihren Grund naben.) Da die 
Pracessionsgescnwindigkeit des schweren Kreisels gleich P/N war, wo 
P das Moment der Schwere iind N den Eigenimpuls des Kreisels 
bedeutet, [vgl. z. B. p. 305 Grl. (13)], so wird die Geschwindigkeit der 
durch die Lagerreibung bewirkten Pracession analog gleich M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmoment, N wiederiim den 
Eigenimpuls bedeutet. Durch Vergrofsenmg von N kann man jeden- 
falls diese Pracessionsgeschwindigkeit so klein machen, dafs wiihrend 
einiger Minuten Beobachtungszeit die Kreiselaxe uberhaupt noch nicht 
inerklich aus ihrer Anfangslage im Raum abgewichen ist. Jedenfalls 
sehen wir, dais, wenn es uberhaupt erlaubt isfc, von der Reibung abzu- 
sehen, dies nur fiir einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
hmreiehend grofsen Eigenimpulse gestattet ist. Wennschon der Eigan- 
impuls die Wivkuny der Reibimgsmom&nte nicht aufheben torn, so kann 
er dock ev. das Zeitma/'s dieser Wirfavny so reduzieren, dafs dieselbe fur 
cine nicht zu lange Beobachtungszeit unwesenttich wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls w'ahlen mufs, um dieses zu 
erreichen, lafst sich theoretisch m'cht bestimmen, da es kierbei auf die 
Grofse der Reibungsmomente M, also auf die Konstruktion der Lager 
und Schneiden ankommt. Hier hatte die genaue experimented Unter- 
euchung der Fehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
scheint. Das experimentelle Genie von Foucault btirgt uns dafiir, dafs 
die Reibungswirkungen M bei seineni Apparat sehr klein waren; wie 
klein sie aber waren, dariiber gewinnen wir aus seinen Mitteilungers. 
kein Urteil. 
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Eine andere Sckwierigkeit des ersten Foucaultscken. Versuckes, 
namlick die Notwendigkeit einer sekr genauen Zentrierung des Sckwung- 
riuges*), wird- durck eine gliicklicke Modifikation des Gyroskops, das 
sog. Barogyroskop, umgangen, von dem unten die Rede sein wird. 

Wir geken zunackst zu dem zweiten Foucaultscken Versuck 
(Kreisel von zwei Freikeitsgraden) fiber und kaben kier die beiden inte- 
ressanten Satze zu beweisen, dafs a) ein in der Horizontalebene beweglicker 
Sckwungring wie eiiie Deklmationsnadel^ b) ein in, der Meridianebene 
beweglicker mutatis mutandis wie eine Inklinationsnadel sick verkalt, 

Der Beweis beider Satze ist unmittelbar einleucktend ? wenn wir 
uns auf den friiker entwickelten Begriff des Deviationswiderstandes 
stiitzen (vgl. Kap. Ill 6); umstandlicke analytiscke Entwickelungeii, 
wie sie fiir diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, sckeinen kier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle. Die folgenden einfackeu. 
Betracktungen stimmen im Resnltat mit den Gilbertscken Entwicke- 
lungen iiberein. 

a) Drehaxe des aufseren Hinges in die Lotlinie gestellt, innerer Ring 
nnter einem rechten Winkel gegcn den aufseren festgeklemnit, Scliwung- 
ringaxe die Horizontalebene Itestreicliencl Wir zerlegen die Erdrotation 
cj in .zwei Komponenten nack der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obacktungsortes. Die erste Komponente betragt <osin<p, wenn (p die 
geograpkiseke Breite ist. Dieselbe beeinflufst bei kinreickend ge- 
ringer Reilnmg in den Zapfen des aulseren Binges die absolute Lage s* 

des Sckwungringes nickt; der Sckwungring mackt diese Drelmng eia- 1 

fack nickt mit ; wobei er natiirlick anck den inneren nnd liufsereu Ring 
verkindert, dieser Drekung zu folgen ? und verkalt sick binsicktlicli 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel von drei Freibeitsgraden 
hinsicktlick der gesamten Erdrotntion. Die andere Komponente ist 
ro cos 93 . Denken wir uns die Laga des Sekwungringes in tier Hori- 
zontalebene fiir einen Augenblick fixiert, so wiirde diese Komponente 
die Axe dee Sckwungringes auf einera Kreiskegel ura den Meridian 
kerumftikren nnd der Kreisel eine regullire Pracession besclireiben. 
Vermoge seiner Tragbeit widerstrebt er dieser Fiikrung mit einem 
Motnente, dessen Axe gleickzeitig auf der Figurenaxe und der Axe des. 
Prlicessionskegels senkreckt stekt, in imserem Falle also in die Lotlinie 
fal.lt. Die Grofse des Momentes betragt nack p. 175 Gl. (1) ; wenn wir 
fiir die dort mifc v bezeicknete Priicessionsgesckwindigkeit den Wert 



*) Vgl. die oben cit. Instructions sur les Esp&iences du gyroscope. 

**) Vgl- XV und XVI der p. 736 citierten Arbeit: M&noire snr I'applica- 
tion etc. 
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co cos cp eintrageu und den Eigenimpuls N des Schwungringes*) in 
die Formel einfiihren: 

(3) K o cos 93 sin -9 1 (N Aw cos <p cos <0); 

a)- meint hierbei den Winkel zwischen der Figurenaxe des Kreisels und 
der Axe des Prazessionskegels, d. h. in unserem Falle den Winkel 
zwischen Figurciiaxe und Meridian. Zur Fixierung des Vorzeicliens 
werde festgesotzt, dafs wir # von der uordlichen Seite des Meridians 
aus zahlen wollen und dafs wir diejenige Seite der Schwungringaxe als 
(positive) Figurenaxe reehnen, uni welche die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt Nordpol, dais wir also mit Benutzung der pag. 734 
eingefiihrten Ausdrucksweise die Figurenaxe vom Mittelpunkte des 
SchwungringeB nach dem , ; Nordpol" desselben gezogen denken. Das 
Produkt 03 N in Grl. (3) ist auf Grrimd dieser Festsetzungen eine positive 
Grofse. 

tfbrigens ist in (3) das zweite Grlied der Klammer gegen das erste 
nnbedingt zu streichen. Jenes Grlied verhalt sich namlich zu diesem 
der Grofscnordnung nach wie A o zu N oder (unter Absehung von der 
Verschiedenheit des aquatorialen und polaren Tragheitsmomentes) wie 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung zur Winkelgeschwindigkeit des 
Scliwungringes oder wie die Dauer einer Schwungringumdrehung zur 
Liinge des Tages. Wir schreiben daher statt (3) kurzer: 

(3') K~ No cos <p sin -9 1 . 

Soil nun die vorausgesetzte Pracessionsbewegung des Schwung- 
ringes unter der unveranderlichen Neigung & gegen den Meridian auf- 
reclit erlialten werden, so miifBte ein Moment jST um die Lotliuie 
iiuegeiibt werden, welches den Tragheitswiderstand K iiberwindet. Ge- 
schiehfc dieses nicht, so bewegt sich der Scliwungring so, als ob ein 
Moment -j- -K" um die Lotlinie wirkt, welches den Winkel & verandert. 
Die Lofclinie ist ffir den Schwungring eine aquatoriale Hauptaxe, des- 
g]eichen filr den iiufseren Ring, f(ir den inneren Ring dagegen die 
Figurenaxe desselben. Nennen wir A.^ } J} A, C 2 die bez. aquato- 
rialen und polaren Haupttragheitsmomente des inneren und aufseren 
Hinges, so wird ffir die Drehung um die Lotlinie die Summe der in 



*) Der Eigeriimpuls JVdriickt sich (vgl. z. B. p. 222 oben) durch die Eulerschen 
Winkel cp, -ip, & folgendermafsen ana: N = C(y -j- cos -S 1 !//); die Wiakelgeschmn- 
digkeiten tp und />' sind aber in Gl. (1) von p. 175 mit ^ und v bezeichnet. Eft 
wird dahor auch: N = C(ii< -j- cos # /). Selbstveretandlioh hat der Euiersche 
Winkel 93 nichts mit der im Text benutzten geographischen Breite g? zu thun. 
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Frage kommenden Tragheitemomente von Schwimgring, innerem und 
aufserem Ring A+Q + A*- Die Bewegungsgleicliung wird mitkin: 
(4) (A + GI -f A) &" = K=-N cos cp sin #. 

Dafs glfliohzeitig der Eigenimpuls des Scnwungringes durcn die Erd- 
drehung nioht geandert wird, ist selbstverstandlich, weil die Axe von 
K auf der Figurenaxe senkrecht steht. N ist daher in der rorigen 
Gleichung eine Konstante, in welcheni Urastande wir diejenige zweiie 
Gleichung erblicken konnen, die zur vollstandigen Beschreibung der 
Bewegung nnseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden neben (4) erfor- 

derlicli ist. 

Gl. (4) zeigt nun unmittelbar Folgendes: Im G-leidigewicht befindet 
sich die Schwungringaxe nur dann, wenn dieselbe die Eichtung des Meri- 
dianes hat. Denn wir baben d" nur dann, wenn entweder ^ = 
oder S- = ist. Von den. beiden Gfleichgetvichtslagen # == und & & 
ist die erstere eine stabile, die letztere eine labile. Denn yermoge des 
Vorzeichens der rechten Seite von (4) wird bei einer Storung der 
Gleichgewicbislage ^ = die Scnwungringaxe dnrch. die auftretende 
Winkelbeschleunigung nach. dieser Lage zuruckgefiikrt, dagegen bei 
einer Storung der Grleichgewichtslage -9 1 = it von dieser entfernt. In 
der stabil&i Gleichgewiclitslage befindet sich die Eigenrotation des Schwung- 
ringes mil der meridionalen Komponente der Erdrotation im gleick-sinmgen 
Parallelismus. Denn wir wollten, urn das Vorzeichen von &N positiv 
zu machen, den Winkel O- zwischen Meridian und Figurenaxe so be- 
stimmen, dafs die Eigenrotation um die Figurenaxe in deniselbeti Sinue 
erfolgt, wie die Erddrehung um die Erdaxe oder wie die meridionale 
Komponente derselben um die nordliche Hiilfte des Meridians, von dor 
aus wir den Winkel # zablen. Die wn Foucault hervorgehobene Ten- 
denz mm gleidisinnigen Parallel/is-mus der Dreiiaxen zeigt sick in dem 
Auftrd&ti der nacli der stdbilen Crleichyfiwichtslaye kin gerichteien J$e- 
sddeunujung der Schivungringaxe. 

Am einfacnsten und vollstandigsteu lafst sich die in Rede steheado 
Bewegung beschreiben, wenn wir sie mit der Bewegung eines matke- 
matischen Pendels vergleichen. In der That ist (4) uichts anderes ? 
als die gewoknlicne Differentialgleichung der Pendelbewegung. Die 
letztere konnen wir, wenn wir unter I die Liinge des Pendels und 
unter -0- denjenigen Winkel versteben, den I, mit der stabilen Gieicb- 
gewicbtslage, d. h. mit der Schwererichtung jeweils cinscbliefst, schreiben : 
(40 y.-Agin^. 

Um die Gl. (4) und (4') in einander iibemtfukren, ist es nur notig ? 
I so zu wahlen, dafs 



9, Der N&elrweie der Erdrotatioa durch die KreiBelwirkang. 749 



COB 



Diese Formel giebt die Lanye des korrespondierenden mailiemcdischen 
fendels an, dessen Be^ve<fwng ~b&i gleichen Anfangswerten von -0 1 und &'. 
mit der Bewegung imsercs Schwungringes yenau identiscJi ist Lange 
imd Schwingungsdaner des Pendels wird um so Ideiner, je grofser N 
ist; dementspreehend riimmt die Richtkraft- der Srddrehung aiif unseren 
Schwiingriiig init der Grofse des Eigenimpulses N au. 

Auc'b der Vergleicla mit der Deklinationsnadel lafet sicb. jetzfc aufs 
einfachste durchfUhren. Da namlicli die Bewegungsgleichung einer 
sblchen lautet J&" == ' M H sin &, wo J das Tragheitsmomerit der 
Nadel, M das magaetisclie Moment derselben nnd H die Horizontal- 
intensitat des Erdmagnetismus bedeutet, so wird die Lange des dies.er 
Magnetnadel korrespondierenden matbematischen Pejidels 

(f) r \ i _ J^L . 

V) MH 

Iiidem man die in (5) und (5') angegebenen Pendellangen gleicbsetzit, 
erkennt man, wie sich die yon Foticault ausgesprochene Xuordnung 
des rotierendeii Schwungi-inges mifc der ' Magnetnadel aucb. quantitafciv 
durcliftthren. lafsfc. Stelit .man sich z. B. yor, dais das Tragheitsraoment 
</ der Nadel mit dem fiir die Bewegung des Schwungriuges in Betracht 
kommenden gesamfcen Tragh.eit8moment A-\- C^-\- A% der Kreiselvor- 
richtung tibercinstimmt, so hatte man den Eigenimpnls des Scbvrang- 
ringes einfach so zu wiiklen, <Jafs Nca cos <p = MH ist; alsdann wird 
die Bewegung unseres Schwungrsnges i)om JEigenimpuls JV bei gleichen 
Anfangswerten von und %' ein kongrwentes Alflrild der Bewegung &in&r 
Magnetnadel wm maynetischen Momente M. 

b) Drehaxe des mifseren Ringes serikrecht gegen die Meridianebene 
gericktet, inncrer Ring senkrecht gegen den wfseren festgestelU, Schwung- 
ringaxc in der Meridiambem beweglich. 

Von'einer Zerlegung der Urdrotation in Komponenteu haben wir 
hier abzns^hen, well die Gesamfcrotation o die Lago dep Schwungriages 
in der Meridianebene beeinflui'sfc. Denken wir ims den Winkel & zwische.n 
der Axe dee Schwvwgringes und der Axe der Erdrotatiou fiir eineii 
Augenblick festgehalten, so wiirde der Schwimgriiig eiae regulare Pra- 
cession um die Erdaxe be-Kch-reiben. Dem widerstrebt er yermoge 
seiner Tragheit mit einem Momente K, dessea Axe gleichzeitig auf 
der Axe des Scivwungring^g und der der Erdrotatioa senkreclit steht, 
also in die JSFonnale zur Meridiajiebene, d. L in die Drehaxe des aufseren 
Ringes fallt. Die Grofse des Moaientes betragt nach p. H5 GrL (1), 

Kloia-Sommerfeld, .Kreise\'be-wegug. UI Aufl. 48 
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wenn wir nunmeKr eo statt v und N statt C(ji 4- v cos #) ein 
tragen, 

(6) K - o> sin # (JV JLco cos #). 

Ebenso wio unter a) kaben wir das zweite Glied der Klammer gegen 
das erste zu yernacklassigen, so dafs einfacker wird: 

(G') K*=- Ncoamd. 

Setzen wir aknlick wie unter a) fesfc, dafs wir die Figurenaxe vom 
Mittelpuakte des Schwuugringes nach derjenigen Seite liiii ziehen, voa 
der aus gesehen die Rotation des Schwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation um den. Nordpol^ und messen wir den 
Winkel # von der nordlichen Halfte der Erdaxe nach. der so defmierten 
ifigurenaxe kin ? so wird das Produkt Nco in der yorigen Gleichung 
popitiv sein. 

Soil also der Schwungring in der sich drekenden Meridianebene 
seine Lage beibehalten, so ist dazu ein Moment K um die Drehaxe 
des aufseren Ringes erforderlich, welcnes die Tragheitswirkung des 
Schwungringes iiberwindet. Wird ein solches Moment nicht ausgetibt, 
so mufs sick der Winkel # zwiscken Erdaxe und Figurenaxe andern ; 
in solckem Mafse, das das Produkfc aus dem Tragkeitsmoment der be- 
wegten Teile und der Winkelbesckleonigung gleick K wird. Dies 
fiikrt ebenso wie oben auf die Ditferentialgleickung: 

(7) (A 4- GI + A^fr" = K^ - Nto ain -8-. 

Aus dieser Grleiekung ergeben sick unmittelbar die folgenden 
Sckliisse: Der Schwungring ftefindet sick imterhaib d&r Meridianebene tmr 
dann ivn GrleichgewicM, wenn er die Michtung der Erdaxe 'hat, d. h. nur 
in den beiden Lagen & = und & or. Die erstere Lage ist eine stabile 
die letztere eine labile GS-leichgewicktslage. Indem die dwck (7) bestimmte 
Beschleunigung den Scjwwngring nach der stabilen, Gleichgewichtslage 
hinfuhrt, ist sie besfrebtj die Dreha/xe des Schwungringes mit der Dreh- 
axe der Erde in homolvgem Sinne parallel au richten. 

Auck die jetzige Bewegung ist kongruent mit der Bewegung eines 
einfacken Pendels. Die Ikorrespondierende Pendelldnge betragt nwmehr 



Andrerseits 1'afsi s^ch auck die Bewegung der Inklinationsnadel init der 
Pendelbewegung identifizieren. Bedentet 7 und M Tragkeitsmoment 
und maffjietiack'es Moment der Nadel, T die Totaiintensitat des Srd- 
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magnetismus, so wird die Lange des dieser Inklinationsnadel ent- 
sprechenden Pendels: 

' 



Aus dem Vergldch von (8) und (8') crlcennt man, wie sich das Ver- 
JtaMen unserer in der Meridianelene bciveglwhen Schwimgringaxe dem. 
Verhaltcn der Mayndnadd im InMinationskompafs quantitativ zu~ 
ordnen lafst, wobei indessen der pag. 785 hervorgehobene TJnterschied 
beider Bewegungen im Atige zu behalten ist. 

c) Die vorangehenden Resultafce lassen sicii Idcht zusamraenfassen 
und verallgemeinern, weim man annimnit, dafs die Axe des Schwung- 
ringes in einer gegen die Erde lelielrig gckgenen Elene E beweglich sei. 
Man kanu, uni dieses zu erreichen, die Ebene des inneren Hinges wie- 
der senkrecht gegen die des aufseren feststellen und liat dann nur die 
Drehaxe des aufseren R-inges relativ gegen die Erde so zu lagern, dafs 
dieselbe senkee(ilit auf der Ebene E stelit. Be<ieutet A den Winkel 
zwischen der Axe der Erdrotation und der Ebene E, so koinnit als 
wirksame Komponente der Erdrotation o> cos Jl in Betrachfc uud es 
ergiebt sich als Lange des korrespondierenden einiachen Pendels: 



Diese Formel geht in den Fallen a) und b), wo im Besonderen 
Ji = (p bez. A wird, in die GH. (5) und (8) fiber; sie rtiini von 
Gilbert her*). 

Noah mogen zwei Benierkungen hinzugefugt werden iiber den 
Einnufs der Reibung und der Maesen des Aufhangesysteins; cliese* 
Bemerkungen sollen sich gleichmafsig auf die Falle a) und b), BO wie 
auf den verallgemeinerten Fall c) beziehen. 

Die Reibung in den Lagern des aufseren Ringcs wird sich natiir- 
.lich. auch bei dem Q-yroskoj) von zwei Freiheitsgraden bemerklich 
machen. Wahrend die Schwingungsamplitu.de der Schwungringaxe bei 
Vernachliissigung der Reibung konstant bleiben miifste, wie die obige 
Betrachtung seigt ; wird sie durch die Reibung aliinahlich gedampft. 
Die Schwungiingaxe wird sich also mit abnehmender Amplitude der 
Schwingungen immer mehr der stabilen Gleiehgewichtslage nahern und 
sich. schliefslich in dieae einstelien, weun die Eigenrotatioij des Schwung- 



*} Gl. (180) in der friiher cit. Arbeit: M^inoire snr TappUcation etc. Wir 
aind iin Toxte nur darin von Gilbext abgewichen, dais wii: beim Dljei-gaage von 
(3) zu (3') und vou (6) zu (8') ein Glied mit dem Faktor w' J unterdriickt Laben, 
welches mit llvicksicht auf den Genauigkeitsgtad des ganzen taeoretigchen An- 
satzes keine Bedeiituag bat. 

48* 
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ringes Mnreichend lange anhalt. Hinsiehtlich der quantitativen Ver- 
haltnisse dtirfen wir uns dabei einfach auf die Analogie mit dem ein- 
fachen Pendel oder rait der Magnetnadel berufen. Bei ahnlicher Kon- 
struktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stehenden 
Yersuclien eine ahnliche sein, wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Schwingungen einer Magnetnadel, die ihrerseits naturlich stets ge- 
dampfte Schwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des aufseren und inneren Ringes betrifft, 
so konnte es auffallen, dafs wir dieselbe in unseren letzten Formeln 
zurn Ausdrnck gebracht haben, wahrend wir bei der Besprechung des 
ersten Foucaultschen Versuches sagten, dafs sie zu vernachlassigen 
sei. Dies erklart sich darans, dafs im ersten Foucaultschen Versuche 
(bei Vernachlassigung der Reibung) die Schwungringaxe im Raume merk- 
licn feststebt nnd die Ringmassen nur Drebgeschwindigkeiten von der 
Ordnung der Erdrotation ausfiibren, dafs dagegen im zweiten Fou- 
caultsclien Versuch die Scbwungringaxe wirkliche Bescbleunigungen 
erfahrt, an denen die zu einem Granzen verbundenen Mafsen des aui'seren 
und inneren Ringes teilnehmen. Wabrend im ersten Foucaultscbeu 
Versncbe der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobacbtende Grrofse 
der relativen Bewegung des Scbwungringes verschwindend klein war 
(von der Ordnung w/Q vgl. p. 742), wird er im zweiten Foucaultschen 
Versuch Ton derselben Grofsenordnung wie die zu beobachtenden Be- 
wegungen der Schwuugringaxe selbst, so dafs sich z. B. in der Formel 
(9) das Tragheitsmoment der Ringe C 1} A% zu dem des Schwungringes 
A direkt hinzuaddiert. 

% Es bleibt uns schliefslich noch iibrig, von einer y.weckmafsigen 
Abanderung des Foucaultschen Gyroskops, dem schon genanuten Haro- 
gyroslmp von Gilbert zu sprechen. Wie der Name besagt, konimt bei 
diesem Apparat aufser der Erdrotation auch die Scbwere ins Spiel. 
Wir schildern die Einrichtung desselben an Hand der Abbildung*) 111, 
indem wir den Vergleich mit dem Foucaultschen Gyroskop ziehen. 

In der Figur sieht man zunachst den Schwungring D mit seiner 
Axe a, auf welcher sich bei E ein Zahnrad zum Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlangerung der Axe nach unten bin ein Lauf- 
gewicht p. Als inneren Ring konnen wir hier den Rahmen C be- 
zeichnen, welcher bei A und A' auf Sckneiden ruht. Den Biigel S 
konnen wir mit dem aufseren Ringe bei Foucault vergleichen. Er 
lafst sich in der Hiilse H verdrehen und auf diese Weise in ein be- 

*) Dieselbe 1st dem ,,Katalog matbem. Modelle, Apparate und Instrumente", 
im Auftrago der deutscben Matbem.-Vereinig. berausgegebeii von W. Dyck, 
Nacbtrag p. 79 entnommen. 
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liebiges Azimuth einstellen; bei jedern einzelnen Yersuche ist er aber 
fast, da die. Reibung in der Hiilse jede selbstthatige Drelmng des 
Biigeis hinderl 

Man justiert den Apparat so, dafs die Axe AA' genau horizontal 
unter einem beliebigen Azimuth gegen den Meridian steht, imd bringt 
zunachst durch zweckmai'siges Yerstellen der Schrauben vv und der 
Zusatzmassen uu den Schwerpuukt von Schwungring und Bahmen in 




Fig. 111. 

die Verbindungslinie der Schneiden A A', so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apparates im neutralen Gleichgewicht befindet. Dann bringt 
man das Laufgewieht p auf die am imteren Endo des Rahmens be- 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralitat des Grleichgewichts 
in eine (geringe) Stalnlitat. 

Nachdem der Schwungring einen grofsen Eigenimpuls ^V bekommen 
hat (bei Gilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Axe oscillatorisch von der Vertikalen. entfernt und nachdem 
die Oscillationen abgestorben sind, unter einer gewissen Neigung, vvelche 
unter anderem von deuri Azimuth der Aufstellung abhangt, verharrt. 

Die Berechnurig dieser Noigung und die Theorie des "Versuches 
wird wieder iiufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
widerstandes ankniipft. 
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Qualitativ konnen wir folgendermafsen sagen: Der in einer be- 
liebigen Vertikalebene bewegliche Schwungring befiadet sich unter ganz 
ahnlichen Bedingungen wie der Schwungring im zweiten. Foucaultschen 
Versuch (s. oben unter b) oder c)); um seine Lage innerhaib der Ver- 
tikalebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festzuhalten, 
ware die tJberwindung des Momentes K erforderlicb, welches die 
Verbindungslinie der Schneiden AA' zur Axe hat. Da ein Gegen' 
moment - K nicht ausgeiibt wird, bewegt sich der Schwungring 
so, als ob ein Moment K um die genaante Axe auf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenaxe des Schwungringes der Drehaxe der 
Erde paraUel zu stellen; es lenkt also die Schwungringaxe aus 
ihrer vertikalen Anfangelage nach derjenigen Richtung hin ab, in 
welche sich die Axe der Erdrotation ' auf die Bewegungsebene des 
Schwungringes projiziert. Aufser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenaxe des Schwungringes 
nach der Vertikalen zuriicklenki Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Lage zwischen der Vertikalen und der Projektion der Erdaxe geben, 
in welcher sich beide Drehmomente das Grleichgewicht halten und in 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Euhe befindet. 

Um die tlberlegung naeh der quantitativen Seite zu vervollstan- 
digen, ist es nur notig, das Moment der Schwere M einerseits und das 
der Tragheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Grofsen auszudriicken. 

Es sei m die Masse des Laufgewichtes p und S sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet % den Winkel, den die 
Figurenaxe des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, von der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiv gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraffc nig um die Axe der Schueiden d sin % und daher 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels % 
(10) M == mgS sin %. 

Bei der Bestimmung des Deyiationswiderstandes K gehen wir wieder 
von der Gl. (1) p. 175 aus, fiihren darin' den Eigenimpuls N des 
Schwungringes ein und setzen fiir v die Komponente der Brdrotation 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v == eo cos A, wo A wie 
unter c) den Winkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noch ein Glied von der verhaltnismafsigen 
Grofsenordnung A&jN wie oben streichen: 

K === NG> cos A sin 4K 

-8- miist hierbei den Wink'el zwischen der Projektion der Erdaxe auf 
die Bewegungsebene des Schwungringes und der Figurenaxe des letzteren, 



9. Der Nachweis der Erdrotation durch die Kreiselwixkung. 755 




von jener naeh dieser hin positiv gerechnet. In dem gleiciien Sinne 

wie & wird das Moment K gerechnet. Fuhren wir noch den Winkel 

li em, den die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene mit 

der Vertikaien bildet, ebenfalls von jener nach dieser hin positiv ge- 

rechnet, so liaben wir fr = p -f % und konnen schreiben: 

(11) K = Na (cos % cos I sin fi + sin % cos A cos. /t). 

Hier sind die Produkte cos Z sin p und cos A cos fi durcii Grrofsen aus- 

zudriicken, die der Messung direkter zuganglich sind als die Winkel 

I und ft. Wir wahlen als sotche die geographische 

Breite 95 des Beobachtungsortes und den Winkel 

(< 180), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit 

dem Meridian des Beobachtungsortes biidet. Auf der 

um den Mittelpunkt des Schwungiinges besckriebenen 

Einb.eitskugel markieren wir uns (vgl. Fig, 112) ihren 

Scbnittpunkt V mit der Vertikalen, ihren Scluiitt- 

punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlich 

den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 

Bewegungsebene des Schwongringes entspricht. Das 

enfcstehende spharische Dreieck PQV ist bei Q recntwinklig. Seine 

Hypotenuse betragt x/2 9, seine Katheten sind I und (i. Der 

Winkel bei V ist gleich . Nach der Neperschen Regel gelten die 

beiden Grleichungen: 

sin CD cos A cos it, 
CIS) 
v J cos & tg 95 tg fit , 

aus welchen durch Multiplikation folgt 

(12') cos cos cp = cos I sin l it. 

Setzen wir die in (12) und (12') bestimmten Werte von cos K cos (i 

und cos /I sin (JL in (11) em, so ergiebt sich 

(13) K Nto (sin % sin <p + cos % cos w cos a). 

Wir konnen nun sowohl die Gleichgewichtslage wie das Be- 
wegungsgesetz der Schwungringaxe in einfachster Weise bestimmen. 

Im G-leiciigewicht befmdet sich die Axe des Schwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufheben. Zur Bestimmting 
der Gleichgewichtslage dient daher die (jleichung M == K. Bezeichneu 
wir mit % denjenigen Wert von % , welcher der (rleichgewichtslage ent- 
spricht, so haben wir nach (10) und (13) zur Bestimniung von # die 

Gleichung: 

myd sin # = N& (sin I Q sin tp -f cos % cos 9? cos a) 
oder 

/+ t \ , NfO COB 

(14) te 

^ J o 



nigo 



. cos a 

sin < 



756 Vlli. Abschnitt B. Geophysikaliache Anwendungen. 

Allgetueiner finden wir die Bewegungsgleichung der Schwungringaxe, 
vvenn wir das Produkt aus dem Tragheitsmoment der bewegten Teile 
in die Beschleunigung des Wirikels & oder, was dasselbe bedeutet, des 
Winkels # gleich der Differenz der wirkeiiden Momente setzen. 1st A 
das aquatoriale Tragkeitsmoment des Schwungringes und A das Trag- 
neitsmoment des Rakpiens urn die Verbindungslinie der Sehneiden, so 
kommt bei der Anderung des Winkels % die Summe A -i- A l -\- 
in Betracht. Die Bewegungsgleichung wird hiernack 



oder Hack (10) und (13) 

{A -\- A l -\- md 2 } %' == (No sin 9) mg$) sin % JVcj cos <p cos a cos %. 

Wir schreiben hierfiir bequemer, indem wir die Definition von # be- 

rttcksicbtigen: 



Auch. dies Gleichung lafst sich ersichtlich mit der Bewegungsglei- 
cliung eines gewohnlichen Pendels in Parallele setzen (s. oben Grl. (4)). 
Die korrespondierende Pendellange wird nack Analogie von Grl. (5) 



sin q? wj?^) 8 -}- (N& cos cp cos a)* 

Die Axe des Barogyroskops oseilliert also um die Grleicngewichtslage 
^ m.it derjenigen Schwingungsdauer ; welcne der soeben definierten 
Pendellange I entspricnt. Mit Riicksicht auf die Reibnng an den 
Schneiden werden die Oscillationen allmahlich absterben 7 und wird die 
schliefsliche Runel^ge mit der Grleicngewicbtslage % zusammenfallen. 

Die Formeln (14) und (15) legt Gilbert der Berecnnung und 
Dimensionierung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertsche Ab- 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in naheliegender Weise. 

Wach Gl. (14) nangt die Neigung ^ von dem Azimuth der Auf- 
stellung ab und wird z. B. gleieh Null, wenn a it/2 ist, d. h. wenn 
die Verbindungslinie der Schneiden AA in dem Meridian liegt. Letzteres 
folgt unmittelbar auch daraue, dafs bei dieser Stellung des Apparates 
die Projekfcion der Erdaxe auf die Bewegungsebene der Schwungring- 
axe mit der Vertikalen zusammenfallt, dafs also in diesem Falle beido 
Momente JJfeT und K die Schwungringaxe gleicherweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. Unigekehrt wird man, um eine moglichst 

*) 'Vgl. die mehrfftch cit. Arbeit: Memoire sur 1'application, XVIII, Gil. (153). 
Die Resultafce aind zusamraengestellt in dem ebenfalla cit. Katalog mathem. Mo- 
delle etc. Nachtrag p. 78. 
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deutliche Ablehkung zu erhalten, die Verbmdungelinie der Schnei- 
den senkrecht gegen den Meridian riehfcen, die Bewegungsebene der 
Schwungringaxe also mit der Meridianebene zusammenfallen lassen. 
Innerhalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des Schwungringes 
befestigte Nadel nach Siiden oder nacb Norden abweichen, je naehdem 
dieses Ende nacb der Ausdracksweise von p. 734 ein Stidpol oder ein 
Nordpol ist, d. b. je nacbdem die Umdrehung des SchwungringeB um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Im tfbrigen zeigt Gl. (14) ? dafs die Starke dep Ausscblages nur 
von dem Verhaltuis mgd/No abhangt, und dafs man den starksten 
Ausscblag, namlicb einen vollen recbten Winkel, erbalten wtirde ; wenn 
man dieses Verhaltnis gerade gleicb sin tp wablt. Andrerseits lebrfc 
aber Gl. (15), dafs diese Wabl praktiscb nicbt die vorteilbafteste ist ; 
(ganz abgesehen davon, dafs die Awflagerung des Rahmens auf den 
Schneiden einen so grofsen Aueschlag unmoglich macben wtirde). 
Die Lange des korrespondierenden matbematischen Pendels wiirde dann 

namlicb 

l= ^ g(A+ Ai + m$*) 
Not cos (p cos a 

und die zugeborige halbe Schwingungsdauer fiir binreicbend kleine 
Schwankungen um die Gleicbgewicbtslage 



Nca cos q> cos 

betragen. Zum Zwecke eines ungefabren tTberscblagee mb'ge der 
fiir die Grofse des Ausscblags giinstigste Fall cosa==l, cos 9? <= 1 
(Beobacbtung im Meridian unter dem Aquator) vorauegesetzt werden; 
ferner nidge das Tragheitsmomeut C des Scbvrangringes, welcbes etwa 
doppelt so grofs ist, wie das aquatoriale Triigheitsmoment A desselben^ 
beispielsweise gleich A + A -\- wd' 2 angenommen werden. Bezeichnet 
n die Umdrehungszabl des Schwungringes in der Sekunde, so bat man 
und 



2wwo) 

Bei Gilbert ist (s. oben) n 150; der Wert von o betragt in Sekun- 
den 2?r:/24 -60-60; mithin wird 2 an oo ungefahr gleicb 10/144 und 
I => 144 m , T = 12 sec. 

Diese Schwingungsdauer ist unerwunscht lang ; da die Beobachtung auf 
die eraten Minuten nach Ingangsetzen des SchwungringeB beschrankt 
wefdon mufs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil fiber die 
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definitive Grleiehgewichtslage des Schwungringes gewinnen will. Auch 
wiirden die starken Schwankungen der Schwungringaxe (in dem vor- 
ausgesetzten Falle betragt die Amplitude der Schwankung einen rechten 
Winkel) fiir die Beobachtung der mittleren Gleichgewichtslage unbequem 
sein. Es kommt hinzu, dafs unser Wert von t nur fiir hinreichend 
Heine Schwmgungsamplituden gilt, dafs dagegen bei den in unserem Bei- 
spiel in Betracht kommenden bedeutenden Amplituden die Schwingungs- 
dauer entsprechend langer ausfallen wurde. Immerhin zeigt unsere 
Rechnung, dafs man die Starke der Ablenkung aus der Vertikalen 
durck geeignete Wahl der Umstande beliebig steigern und je nach Be- 
darf regulieren kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zahlenbeispiel: q> == 48 50' 39", 
a 0, n = 200, m = 0^79 gr ; d = 5 cm 5 mit Eticksicht auf die Ab- 
messungen von Scnwtingring und Rahmen ergiebt sich 

^ ^73riO", T = 3,76 Sek 

Hierbei ist also auf einen sehr grofsen Wert der Ablenkung verzichtet 
worden zu Gunsten einer Verkleinerung der Schwingungsdauer und der 
damit zusammenhangenden bequemeren Beobacntung der schliefslichen 
Gleichgewichtslage. 

Die Gilbertsche Anordnung scheint gegeniiber der nrsprunglichen 
Foucaultschen manehe Vorziige zu haben. In dem Laufgewichte p und 
seinem Abstande 9 vom Schwerpunkt des Scnwungringes hat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Verfugung, den man in einer fiir 
die Beobachtung gvinstigen Weise wahlen kann. Indem man die Ver- 
liaitmsse so einrichtet, dafs die schliefsliche Gieichgewichtslage in der 
Hahe der Vertikalen liegt ; eliminiert man manche Beobachtungsfebler, 
die bei grofsen Ausschlagen auftreten wvirden. Ferae* werden die 
unvermeidlichen Fehler bei der Centrierung der bewegten Massen, die 
fur das Foucaultsche Gryroskop sehr storend sein diirften, durch die 
absichtliclie Hinzufugung des tlbergewichtes p fiir das Barogyroskop 
relativ belanglos. tJber die quantitative Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung niaeht indefs Gilbert ebenso wie seinerzeit 
Foucault in der mehrfach genannten Abhandlung keine naheren 
Aoigaben. 

Absichtlich haben wir in der vorangehenden Darstellung die wahr- 
sckeinlichen Fehlerquellen und die Frage nach einer moglichen quanti- 
tativen Bestatigung starker betont, als dies in den Lehrbuchern der 
Mechanik sonst iiblich ist. Scheint doch das vorliegende Beispiel vor- 
ziiglich geeignet, zu zeigen, wie weit der Weg ist, der sich zwischen 
der gedanklichen Erfassung eines dynamischen Vorganges und seiner 
Realisierung durch bestimmte physikalische Apparate dehnt! 
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Foueault katte in geistvoller Weise, mehr durck Intuition als durck 
zwingende meckaniscke Sckliisse, das Verkalten des rotierenden Schwung- 
rittges an der Erdoberflache vorkergesagt. Urn von da aus sein Gyroskop 
ferfcig zu stellen, war eine angestrengte Arbeit von aoht Monaten notig. 
Trotz der aufgewandten Mizke und trotz der ungewoknlicken experimen- 
tellen Begabung Foucaults diirfte der Apparat nur gerade an derjenigen 
Grenze stehen, bei welcher sich. die nachzuweisende mechanische Wahr- 
keit ans den Stomngen nnd Beobaehtungsfenlern eben herauszuheben 
beginnt. Wie mifstrauiscli Foucault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu mussen glaubte, geht aus einer Bemerkung in den 
oben cit. ,,Instructious" hervor: Man diirfe nicht eher uberzeugt sein, 
dafs die beobachtete Ablenkung des Gyroskpps wirklich in der Erd- 
drehung ihren Gxund babe, bevor man nicht bei entgegengesetztem 
Umdrehungssinn des Schwungringes denselben Sinn der Ablenkung 
erhalten habe. Es scheint hiernacli ; dafs nicbt einmal der Sinn der 
Ablenkung ttber alien Zweifel ernaben war; dafs die Grofse derselben 
sick mit einiger Genauigkeit richtig ergiebt, scheint umso zweifel- 
kafter, besonders wenn def Versuck von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemackt wird. 

Giinstiger durften aus den oben genan&ten Grtinden (Fortfall der 
Notwendigkeit einer besonders genauen Centrierung, Auswakl be- 
quemer Versucksbedingungen durck geeignete Bestimmung des tTber- 
gewicktes) die Chancen bei dem Barogyroskop steken. Indessen ware 
auck kier nock der wirklicke experimentelle Mackweis erforderlick, 
dafs die Feklerquellen die Grofse der zu beobacktenden Ablenkung 
nickt zu sekr entstellen, ein Nackweis, den wir bei Gilbert vergeblick 
sncken. 

Bei einer Wiederkolung der Foucault'schen oder Gilbert'scken 
Versucke wiirde man wokl jedenfalls elektromagnetischen Antrieb des 
Schwungringes eiiifiihren und dadurch die Mifslichkeiten aussckalten ; 
die aus der allmahlicheu Verlangsamung der Eigenrotation kervorgeken. 
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